Solmu

3/2006

Hypetysta

Matti Lehtinen
Dosentti
Maanpuolustuskorkeakoulu

Funktiolaskimissa, esimerkiksi omistamassani korrup-
tiolahjassa, ldhes kymmenen vuotta vanhassa ja uute-
na vain noin 50 markan arvoisessa Shrap EL-531:ssé, on
néppéin, joka on merkitty hyp. Kun sitd painaa ennen
trigonometristen funktioiden sin, cos tai tan nappéilyé,
saa ndytolle lukuja, jotka selvéstikédédn eivét ole trigo-
nometristen funktioiden arvoja. Esimerkiksi nidppéily
“hyp”, ”sin”, ”"n” tuottaa naytolle luvun 11,55, joka ei
ainakaan ole sin(r).

Maaritelméit

”Hyp-funktiot” ovat hyperbolisia funktioita. Niiden ni-
met ovat trigonometristen funktioiden kaltaisia, eteen
vain laitetaan sana hyperbolinen. Funktiot eivét ole mi-
tenkddn eksoottisia. Itse asiassa nimitykset ovat tur-
hia, silld hyperbolisten funktioiden sijasta voidaan ai-
na kéyttds eksponenttifunktiota  — e® eli exp(z). Hy-
perbolisen sinin, kosinin ja tangentin eli funktiot sinh,
cosh ja tanh méaérittelevit kaavat

sinhz = 3 (e’” — e_”) , coshz = % (em + e_x) ,
e —1
tanhx: m

— Jos hienostella halutaan, funktioden nimet voidaan
lukea latinaksi: sinus hyperbolicus, cosinus hyperbo-
licus, mutta tangens hyperbolica. Latinassa adjektiivin

muodon mé#rid padsanan suku, ja tangens sattuu ole-
maan feminiini.

Kaanteisfunktiot

Madérittelykaavoista voidaan heti tehdd muutama ha-
vainto. sinhx on pariton ja coshx parillinen funktio:
sinh(—xz) = —sinh z ja cosh(—z) = cosh z. Koska

% <(e”’/2 —e_””/2)2 —|—2> )

coshz > 1 kaikilla 2. Jos 0 < 2 < y, niin 2(sinhy —
sinhz) = (e¥ — e”) + (e~ — e ¥). Koska eksponentti-
funktio on kasvava, niin sinh on kasvava funktio positii-
visten lukujen joukossa ja parittomuutensa takia koko
reaalilukujen joukossa.

1
g(ew +e ") =

Jos edelleen oletetaan 0 < z < y, voidaan laskea

2(coshy —coshz) =e¥ —e® +e ¥ —e™”

= (1 —e @H)(e¥ — %) > 0,

koska e~ (*t¥) < 1, kun = + y > 0. Funktio cosh
on siis kasvava positiivisten lukujen joukossa. tanh-
funktion méérittelykaavasta ndhdéén heti, ettd funktio
on kasvava ja ettd —1 < tanha < 1 kaikilla . N&ista
havainnoista seuraa, ettd funktioilla sinh ja tanh on
ka#nteisfunktiot ja ettd ei-negatiivisten lukujen jouk-
koon rajoitetulla cosh-funktiolla on kéénteisfunktio.
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Kainteisfunktioiden lausekkeet saadaan ratkaisemalla
yhtlst

e — 1

(e" —e™7), poraneE

1 T —X
Y= y=§@4w ), Y=

1
2
Yhtaloistd ensimmainen sievenee muotoon

e* —2ye” —1=0.

Yht&lo on tuntemattoman e” toisen asteen yhtélo. Rat-
kaisukaavan mukaan on siis

e =y+y2+1.

Koska e > 0, vain +-merkki tulee kyseeseen. Yhtalon
y = sinh z ratkaisu on siis

x:ln(y+\/x2+1).
Yhtalo
1 _
y = coshx = §(€x+€ "), y=>1
on vastaavasti sama kuin
e?® — 2ye” +1 =0.

Toisen asteen yhtélon ratkaisukaava antaa nyt

e’ =yx£y?-1.

Olemme kiinnostuneita ratkaisuista, joissa x > 0 eli
e® > 1. Koska (y + Vy2— 1)y — Vy2 —1) = v —

(y?> — 1) = 1, vain +-merkilli varustettu juuri voi olla
> 1 (jos > 0). Valitsemme siis sen ja toteamme, ettd
yhtalon y = coshx, y > 1, positiivinen ratkaisu on

x=In(y++y>—1).

Viimein saamme samoin toisen asteen yht#loa ratkai-
semalla, ettd yhtdlon y = tanhz, —1 < y < 1, ratkaisu

on
1 <1+y>
r=—-In—2).
2 1—y

Hyperbolisten funktioiden kéénteisfunktioita kutsu-
taan areafunktioiksi. Niiden vakiintuneet merkinnét
ovat arsinhy, arcoshy ja artanhy. Naissd “ar”
ei ole 7arkus”, kuten trigonometristen funktioiden
arcsin, arccos ja arctan nimissd, vaan “area”. Tosin
tietaméattomyyteen perustuvia merkintéja ”arcsinh”
jne. nikee. Niin on kirjoitettu Sharp-laskimenikin kan-
teen. Funktioiden nimet voi lukea areasini, areakosini,
areatangentti, tai sitten puhua latinaa: area sinus hy-
perbolicus jne.

Kysymyksid ja vastauksia

Teemme nyt kolme yksinkertaista kysymystd. Miksi
tarkastelemillamme eksponentti- ja logaritmifunktiois-
ta rakentuvilla funktioilla on trigonometristen funktioi-
den nimien kaltaiset nimet, miksi niitd kutsutaan hy-
perbolisiksi ja miksi niiden kdénteisfunktioiden nimissé
esiintyy sana area eli ala?

Ensimmaéiseen kysymykseen voi vastata katsomalla
analogisia kaavoja. Tieddmme, ettd sin(z + y) =
sinzcosy + cosxsiny ja cos(x + y) = cosxcosy —
sin x sin y. Mitd on sinh(x + y)? Se on

1

2

Mité on sinh x cosh y + cosh x sinh y? Se on
1
(@ =) + e 4 (@ - e+ )

— i(ezﬂ; 4 etY ety _ o (@ty)

(e Y — e—(x+y)).

4 etTY p T oty 67(I+y)>
_ 1 Tty —(x+y))
=3 (e e .
Siis sinh(z + y) = sinh z coshy 4 cosh z sinh y. Vastaa-

1
vasti cosh z coshy + sinh x sinhy = 1 ((ew +e *)(e¥ +

eY) + (e” —e ") (e¥ — e_y) = %(em"’y + e_(‘“‘y)) =
cosh(z + y). Tarkkaan katsoen huomaamme, etti sinh-
funktion ja sin-funktion yhteenlaskukaavat ovat aivan
samanlaiset, mutta cosh-funktion yhteenlaskukaavassa
on pieni ero cos-funktion vastaavaan. TAmé on tyypil-
listd. Hyperbolisten funktioiden kesken vallitsevat re-
laatiot ovat yleenséd merkkieroja vaille samoja kuin vas-
taavat trigonometristen funktioiden viéliset relaatiot.

Kysymyksiemme kannalta keskeinen ”melkein trigono-
metrinen” relaatio on Pythagoraan lauseen cos?t +
sin?t = 1 vastine. Koska

cosh® t = i(€2t+€_2t+2) ja sinh?¢ = %(62’54—6_%—2),
"hyperbolinen Pythagoraan kaava” on
cosh?t —sinh? ¢ = 1.
Kun sovellamme hyperbolisen kosinin yhteenlaskukaa-
vaa, saamme
cosh(2z) = cosh? z + sinh? z.

Kun téhéan liitetddn hyperbolinen Pythagoraan lause,
saadaan cosh(2z) = 1 4 2sinh®z ja jatkon kannalta
tarpeellinen kaava

sinh? 2z = %(cosh(Qm) - 1).

Vield yksinkertaisempi hyperbolisen sinin yhteenlasku-
kaavan sovellus antaa sinh(2z) = 2sinh x cosh .
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Trigonometrinen Pythagoraan lause on yhtey-
dessé trigonometristen funktioiden maéaéarittelyyn yk-
sikk6ympyran avulla: jos * = cost ja y = sint, niin
22 4+ 32 = 1. Niinhin voidaan méaritelld sint ja cost
sen yksikkGympyréin pisteen koordinaatteina, joka syn-
tyy, kun origosta lihtevé ja z-akselin suhteen kulman
t muodostava puolisdde leikkaa yksikk6ympyrin. Yk-
sikk6ympyra on erikoistapaus muotoa

2 2

x

A

a b2

olevasta ellipsikédyrastda. Mutta tunnetusti

2 2

x

S-5=1

a b2

on hyperbelikdyrin yhtéalo. Kun téssa valitaan a = b =
1, saadaan tasastvuinen hyperbeli, jonka yhtalo on siis

2 —y? =1.

Mutta kun merkitddn x = cosht, y = sinht¢, huo-
mataan hyperbolisesta Pythagoraan kaavasta, ettd
(cosht, sinht) on samalla tavoin tasasivuisen hyperbe-
lin piste kuin (cost, sint) on yksikkdympyrén piste!

Miksi area?

Selitys hyperbolisen funktion nimelle on viel& puolinai-
nen. Sinin ja kosinin tapauksessa parametrin ¢ merki-
tys on ilmeinen: se on edelld mainittu kulma tai kaari
x-akselista pisteeseen (z, y). Arcus-sanahan tarkoittaa
kaarta. t = arccosx = arcsiny on se kaari, jota vastaa-
van keskuskulman kosini on x ja sini on y. Mutta mik&
on t tasasivuisen hyperbelin ja funktioiden sinh ja cosh
tapauksessa? Tamén selvittdiksemme joudumme hiu-
kan integroimaan. Ja integroidaksemme tarvitsemme
hiukan tietoa hyperbolisten funktioiden derivaatoista.

Hyperbolisen sinin ja kosinin derivaatat ovat
ddrimméisen helposti laskettavissa suoraan funktioi-
den méadritelmistd. Saamme

Dsinht =cosht, Dcosht=sinht.
Tarkastelemme tasasivuisen hyperbelin pistetté (z, y),
missié ¢ > 1 ja y > 0. Origosta pisteisiin (z, y)
ja (x, —y) piirretyt janat ja pisteiden (z, y), (z, —y)
vilinen hyperbelin kaari rajoittavat kolmikérkisen alu-
een. Laskemme sen pinta-alan. Koska y = a2 — 1,
ala saadaan, kun sen kolmion alasta, jonka kérjet ovat
(0, 0), (z, y) ja (x, —y) poistetaan osa, jota rajaavat
hyperbelin kaari ja pisteiden (z, y) ja (z, —y) kautta
kulkeva z-akselia vastaan kohtisuora suora. Kolmion
ala on zv/x? — 1. Poistettava ala on

2/\/x2—1dac.
1

Laskemme viimeisessd kaavassa olevan integraalin.
Sen laskemiseksi kannattaa tehdd muuttujanvaihto

x = coshu. Nyt 2/(u) = sinhu ja vVaZ—-1 =

2 . .. .
vcosh®u — 1 = sinhu. Kun = 1, niin v = 0 ja kun
x = x, niin u = arcosh x. Integraali saa siis sijoituksen
jalkeen muodon

arcosh x
sinh? u du.

0

Edelld johdetun sinh? z:n lausekkeen avulla integraa-
limme muuttuu muotoon

arcosh
1
B / (cosh(2u) — 1) du
0

ja tavallisella tempulla edelleen muotoon
2 arcosh z
L hz + L hvd
——arcoshz + - coshv dv.
2 4
0
Saamme integraalin arvoksi lopulta
2 arcosh z

1
—3 arcoshx + — sinh v

4
0

1 1
=-3 arcosh z + 1 sinh(2 arcosh z).
Nyt

sinh(2 arcosh x) = 2 sinh(arcosh x) cosh(arcosh x)
= Qx\/coshQ(arcosh x) —1=2xva2—1.

1 1
Integraalin arvo on siis 51‘\/ 2 —1-— 5 arcosh x. Inte-

graali on puolet siitd alasta, jonka aioimme vihentd&
kolmiosta, jonka ala on zvx2 — 1. TAmé# merkitsee,
ettd kolmikéarkisen janojen ja hyperbelin kaaren ra-
joittaman alueen ala on tasan arcoshx. Jos merkit-
semme alaa t:1ld, saamme kérkipisteen (z, y) koor-
dinaateiksi (cosht, sinht). Hyperbolisten funktioiden
k#danteisfunktio mittaa todella alaa, ja ala on esityk-
sen (z, y) = (cosht, sinht) parametrin ¢t geometrinen
merkitys.

Ympyra sulkeutuu, kun muistamme ympyrinsektorin
alan kaavan. Kun sektorin keskuskulma on ¢ (radiaa-
1
nia), niin sektorin ala on —¢r?, missd r on ympyrin
side. Mutta tdmahén merkitsee, ettd yksikkoympyran
pisteiden (cost, sint) ja (cost, —sint) médrittdmén
sektorin ala on t; alaa voidaan yhtd hyvin pitdd pa-
rametrina kuin kiertokulmaakin. Pitéisiké merkinnét
arcsin y ja arccos x muuttaakin merkinnéiksi arcos z ja

arsiny?

Hyperbolisten funktioiden, eksponenttifunktion ja ta-
vallisten trigonometristen funktioiden yhteys ei ole
yllattava, kun sitéd ldhestyy potenssisarjojen, komplek-
silukujen ja differentiaaliyhtéléiden suunnista. Mutta
se on toinen juttu.



