Solmu

3/2006

Fermat’n jalkeen

Timo Erkama

Professori

Fysiikan ja matematiikan laitos, Joensuun yliopisto
Timo.Erkama@joensuu.fi

Tieteen popularisointi on joskus vaikeaa, ja matematii-
kassa se on erityisen vaikeaa. Modernin matematiikan
kieli on nimittdin siind mé#arin mutkikasta, ettd alan
ammattilaistenkaan ei ole aina helppoa ymmértia tois-
tensa tutkimustuloksia.

Silloin t&lloin péadsevit tiedotusvilineet kuitenkin se-
lostamaan yleisolle sellaista uutta matematiikkaa, jos-
sa ainakin kysymyksenasettelun késittdmiseen riittavét
pelkéat peruskoulutiedot. Esimerkiksi viime vuosikym-
menelld herdtti laajaa huomiota ns. Fermat’n suuren
lauseen todistus, jonka mukaan yhtalolla

(1) an + b’VL — C’VL

voi olla positiivisia kokonaislukuratkaisuja vain jos n <
2. Tapaus n = 2 liittyy Pythagoraan lauseeseen, jonka
yvhteydessd moni koululainen on tullut tarkastelleeksi
suorakulmaista kolmiota, jonka sivujen pituudet ovat
kokonaisluvut 3, 4 ja 5; tillinhén yhtils (1) toteutuu
muodossa 3% + 42 = 52. Sen sijaan kysymys positii-
visten kokonaislukuratkaisujen olemassaolosta arvoilla
n > 3 oli askarruttanut matemaatikkoja yli 300 vuotta,
kunnes mm. algebrallisessa geometriassa saavutettujen
edistysaskelten ansiosta tdmé jo 1600-luvulla esitetty
ongelma lopulta ratkesi.

Ongelman esittdja ranskalainen Pierre de Fermat
(1601-1665) oli matemaatikkona oikeastaan harrasteli-

ja, koska hén ansaitsi toimeentulonsa laki- ja virkamie-
hené. Hénen jilkeensé sadat harrastelijat ovat turhaan
yrittdneet keksid ongelmalle sellaista ”ihmeellistd” rat-
kaisua, jonka jo Fermat kirjoitti I6ytédneensd mutta jota
ei ole sailynyt jalkipolville. Into téllaisen alkeellisen rat-
kaisun hakemiseen saattaa tosin olla hiipumassa, kos-
ka itse ongelmaa pidetdéin nykyéin jo ratkaistuna. Sen
vuoksi haluaisin téssi esitelld hypoteesin, joka on edel-
leen todistamatta mutta joka monessa suhteessa muis-
tuttaa Fermat'n ongelmaa tarjoamalla haasteen myés
amatoorille.

Olkoon P(x) = z? + r toisen asteen polynomi, missi
vakiotermi r on jokin reaaliluku. Merkitdan yhdistet-
tyé kuvausta P o P symbolilla P, kuvausta Po Po P
symbolilla P®) jne; siis P (z) = (22 +7)2 + 7 on
neljinnen asteen, P (z) = ((® 4+ r)? +7)? + r kah-
deksannen asteen polynomi jne.

Lukusuoran piste x on polynomin P jaksollinen piste,
jos on olemassa positiivinen kokonaisluku n siten, etta
P () = z. Pieninti téllaista kokonaislukua n kutsu-
taan z:n jaksoksi, jolloin lukujen z, P(z), P (x),...,
P (z) joukko on P:n n-sykli.

Esimerkiksi luku 0 on polynomin P(x) = 2% — 1 jak-
sollinen piste, silld P(0) = —1 ja P(—1) = 0. Siis lu-

vut 0 ja —1 muodostavat polynomin P 2-syklin. Vas-

taavasti luvut g, —i ja —g muodostavat polynomin



Solmu 3/2006
P(z) = I2*i% 3-syklin, silld P(2) = -1, P(—1)= -1 | jollakin imn arvolla m; = —1, josta seuraa @;41 — z; =
ja p(,%) =I. —(z; —x;—1) jaedelleen x;11 = x;1. Kysymyksessé on

siis 2-sykli. O

Néissa kahdessa esimerkissa syklin kaikki pisteet olivat
rationaalilukuja, siis muotoa 2 missid p ja g ovat ko-
konaislukuja. Tallaista syklid kutsutaan rationaaliseksi

sykliksi. Avoin ongelmamme kuuluu nyt seuraavasti.

Hypoteesi 1. Polynomilla P(x) = 22 + r ei ole ratio-
naalisia n-syklejé, jos n > 4.

T&amé hypoteesi on toistaiseksi todistettu vain arvoilla
n = 4 ja n = 5. Todistukset julkaistiin viime vuosi-
kymmenen lopulla, ja varsinkin arvolla n = 5 kaytetyt
menetelmét olivat syvillisié.

Miten sitten matematiikan harrastelija voisi ldhestya
tdménkaltaista ongelmaa? Esimerkin tarjoaa seuraava
lause, joka puolestaan on erikoistapaus erdéstd lukio-
laisten matematiikkaolympialaisten tehtéavésta. Luki-
jamme voi kokeilla matemaattisia kynsiddn etsimélla
lauseelle omaa todistustaan ennen kuin lukee kirjoitus-
ta eteenpdin.

Lause 1. Polynomilla P(z) = 2% 4 r voi olla kokonais-
luvuista koostuva n-sykli vain, jos n < 2.

Todistus. Olkoon {xzg,z1,...,2Zn—1} polynomin P n-
sykli siten, ettd P(zg) = =1, P(z1) = @2, ...
P(xz,-1) = zo ovat kokonaislukuja. Voidaan olettaa,
ettd n > 2, jolloin 27 — 2 # 0. Silloin

Ty —xy =1+ 7 — (23 + 1) = (x1 + x0) (21 — T0) # 0,

3?3—332:.%%—1—7‘—(.1'%4—7“):(l‘2+$1)(l‘2—$1)7é0

jne. Huomataan siis, ettd xo — x1 = mq (1 — o), missi
my = x1 + xo on kokonaisluku, x5 — 9 = mo(ze — 1),
missd ms = x2 + x1 on kokonaisluku jne. Kertomalla
namé yhtdlot puolittain saadaan

(w2 — @) (23 — @2) - - - (X0 — Tp—1)(T1 — T0)

=mimg---Mmp(x1 — 20) (2 — 1) -+ (To — Tn—1),

ja supistusten jilkeen mimeo---m, = 1. Koska
mi,...,my ovat kokonaislukuja, tdméa on mahdol-
lista vain jos m; = =1 kaikille ¢. Liséksi jollakin
i:n arvolla tulee olla m; = —1, silld muuten lu-
vut xg,T1,...,Tn_1,Ty muodostaisivat aritmeettisen
jonon, jossa perdkkéisten lukujen erotus on vakio.
Téllaisen kasvavan tai vdhenevdn jonon ensimmaéinen
ja viimeinen luku eivit tietenkdén voi olla samoja. Siis

Vaativamman haasteen amatoorille tarjoaa seuraava
alemmin julkaisematon lause, jonka todistus on liian
pitké téssé esitettaviksi.

Lause 2. Olkoon {zg,...,2n—1} polynomin P(z) =
2?2 + r rationaalinen n-sykli. Silloin on olemassa koko-
naisluvut pg,...,pr—1 ja ¢ siten, ettd milla&n kahdella
néistd kokonaisluvuista ei ole yhteisid alkutekijoitéd ja
x; = pi/q kaikille t = 0,...,n — 1.

Mitéd yhteistd sitten on hypoteesilla 1 ja Fermat’n
probleemalla? Algebrallisella kdyrdlld tarkoitetaan sel-
laista tason pistejoukkoa, jonka muodostavat jonkin
kahden muuttujan polynomin Q(x, y) nollakohdat. Esi-
merkiksi yksikkoympyrd on algebrallinen kéyra, silla
se koostuu polynomin Q(z,y) = z? + y? — 1 nolla-
kohdista. Samoin koulusta tutut ellipsi, paraabeli ja
hyperbeli ovat téllaisia algebrallisia kdyrid; polynomia
Q(w,y) = 2% —y vastaa paraabeli y = 22 jne. Algebral-
lisen kiiyrén pistetté (z,y) sanotaan rationaaliseksi pis-
teeksi, jos sen koordinaatit ovat rationaalilukuja.

Fermat’n ongelmassa on oikeastaan kysymys polyno-
min Q(z,y) = z" + y™ — 1 médrddméin algebralli-
sen kayrén rationaalisten pisteiden etsimisesté: jokai-
nen yhtélon (1) positiivisista kokonaisluvuista koostu-
va ratkaisu méérittelee nimittdin téllaisen rationaali-
sen pisteen (2, %) Tapauksessa n = 2 rationaalisia pis-
teitd 10ytyy ddreton méaara, ja ne sijaitsevat kaikki yk-
sikk6ympyréan kehélld. Myos arvoilla n > 3 16ytyy ra-
tionaalisia pisteitd x- ja y-akseleilta, mutta niistd ei
saada yhtélolle (1) positiivista kokonaislukuratkaisua.

Hypoteesissa 1 puolestaan etsitddn rationaalisia pis-
teitd polynomin Q(z,r) = P (z) — 2 médrdamille
algebralliselle kayralle, missd muuttujan y paikalla on
nyt polynomin P vakiotermi r. Tehtdva ndyttad aluksi
hankalammalta kuin Fermat'n probleema, silla suurilla
n: arvoilla polynomin P () lauseke on monimutkai-
nen. Ongelman tarkempi analyysi paljastaa kuitenkin
rakenteita, joiden systemaattinen tutkiminen on vasta
alussa ja saattaa johtaa edistysaskeliin muillakin mate-
matiikan tai sovelletun matematiikan osa-alueilla.

Tulevaisuus ndyttédd, tarvitaanko hypoteesin 1 ratkai-
semiseen vield 300 vuotta ja osallistuuko siihen kenties
joku tédmén lehden lukijoista.



