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Vuoden 2006 Pohjoismainen matematiikkakilpailu pi-
dettiin 30. maaliskuuta kotirataotteluna kaikissa vii-
dessé Pohjoismaassa. Kilpailu on kutsukilpailu, ja ku-
kin maa saa nimeté osallistujiksi enintédéin 20 matema-
tiikkaolympialaisiin valmennettavaa koululaista. Teh-
tavit laadittiin ja vastaukset arvosteltiin tdnd vuonna
Tanskassa. Kilpailutehtévét ja niiden ratkaisut 16yty-
véat mm. linkistd http://www.math.helsinki.fi/

“smy/olympia/PM/nmc94_06.pdf. Kilpailun voitti Nor-
jan Jgrgen Rennemo, mutta kymmenen parhaan jou-
kossa oli nelja Suomen edustajaa: Sebastian Dumit-
rescu (Tampereen lyseo) jaetulla toisella, Esa Vesalai-
nen (Helsingin matematiikkalukio) ja Janne Kokkala
(Pdivolan opisto) jaetulla neljannelld sekd Ville Pet-
tersson (Someron lukio) jaetulla kahdeksannella sijalla.

Toinen kevédn matematiikkakilpailutapahtuma oli P&i-
volén opistossa 22. huhtikuuta 2006 toisen kerran jér-
jestetty Pythagoraan Polku -joukkuematematiikkakil-
pailu. Kilpailuun osallistui kaikkiaan 12 nelihenkista lu-
kiolaisjoukkuetta Helsingistd, Espoosta, Tampereelta,
Nurmosta, Porista, Himeenlinnasta ja Paivolasta. Kil-
pailijat ratkaisivat joukkueina kolmessa tunnissa kaik-
kiaan 20 tehtédvén sarjaa. Kilpailun epévirallisen luon-
teen vuoksi sen tuloksia ei julkisteta. Solmu julkaisee
ohessa Pythagoraan polun tehtdvit. Ratkaisuihin pa-
lataan myohemmin.

1. Neljd avaruuden pistettd, A, B, C' ja O sijaitsee
niin, ettd ZAOB = «, Z/ZBOC = [ ja LZAOC = =,

/ABC = /ZABO =
COS Y = oS o cos [.

Z0BO = 90°. Todista, etti

2. Olkoon f : [0,1] — Ry jatkuvasti derivoituva funk-
tio, jolle f(0) =1, f(1) = 2 ja kaikille x € [0, 1] pétee

ﬁ < f'(x).

Todista, etti

3. Maarita kaikki derivoituvat funktiot f, jotka to-
teuttavat seuraavat ehdot: kaikilla reaaliluvuilla z ja

y pitee f(z +vy) = f(x) + f(y) + zy(r + y). Lisdksi
lim 222 = 1,
z—0 X

4. Olkoon f : R — R kahdesti jatkuvasti derivoituva ja
a € R. Osoita, etti kaikilla z pétee

F(@) = f(a) + f(a)(@ —a) + /f(t)(x 4yt

5. Maaritd funktion f(x) = &z &diriarvot valilla

(3, ool.
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6. Olkoot Ax? + Bxy + Cy? ja ax? + bxy + cy® lausek-
keita, jotka ovat positiivisia kaikilla z, y € R ja joiden
suhde ei ole vakio. Todista, ettd (aB —bA)z? +2(aC —
cA)zy + (bC — cB)y? saa seki positiivisia ettd negatii-
visia arvoja.

7. Todista, ettd konveksin (kuperan) monikulmion ym-
péri voidaan piirtd4 suunnikas, jonka pinta-ala on kor-
keintaan kaksi kertaa niin suuri kuin monikulmion.

8. Piivolédén tullessa erés lukiolainen tulee aina samalla
junalla ja hinet haetaan juna-asemalta aina tédsmélleen
junan tullessa. Kerran tdmé lukiolainen tulikin asemal-
le junalla joka oli asemalla tasan tuntia ennen kuin juna
milla hén yleensd tulisi. Lukiolainen ldhti kdvelemé&an
asemalta kohti kotia ja jonkin ajan kuluttua hénta ha-
kemaan ldhtenyt auto tuli vastaan ja vei kévelijan Pai-
voldan 10 minuuttia etuajassa. Erddné toisena paivani
tdmé sama paivoliini tuli asemalle tasan puoli tuntia
etuajassa ja lahti taas kdveleméan hakijaansa vastaan.
Kuinka monta minuuttia etuajassa han nyt saapui Péi-
voldén?

9. Kuutio varjatdan kuudella eri véarilla, yksi véri ku-
takin tahkoa kohti. Kuinka monella eri tavalla kuutio
voidaan t&lloin virjaté, jos kaksi véarjaysta ovat samo-
ja silloin, kun ne voidaan saada toisistaan kaantamalla
kuutio?

10. Kolme r-séteistd ympyraé sijaitsee siten, ettéd kun-
kin keh&d kulkee kahden muun ympyrian keskipisteen
kautta. Laske ympyrodiden yhteisen osan pinta-ala.

11. Kolmiot ABC ja DEF ovat yhtenevia, ja pistei-
den A, B, C ja D, E, F kiertosuunta on sama. Sivut
AB ja DFE eivit ole yhdensuuntaisia. Osoita, etté jano-
jen AD, BE ja C'F keskinormaalit leikkaavat toisensa
samassa pisteessé.

12. Kuperan nelikulmion vastakkaisten sivujen kes-
kipisteiden yhdistysjanat jakavat nelikulmion neljéksi
osanelikulmioksi. Todista, ettd kahden sellaisen osane-
likulmion, joilla ei ole yhteisid sivuja, alojen summa on
sama kuin toisen samanlaisen osanelikulmioparin neli-
kulmioiden alojen summa.

13. Nelja pistettd sijaitsee avaruudessa, ja ne eivit si-
jaitse samassa tasossa. Kuinka monta tasoa voidaan
laittaa tdhan avaruuteen niin, etté kaikki nelja pistetta
ovat yhté etdalld tasosta?

14. Kuinka monta kertaa téytyy heittda kolikkoa, et-
td todennikoisyys kolmelle perékkiiselle klaavalle on
vihintdin 25 %7

15. Jana katkaistaan kolmeen palaan kahdesta satun-
naisesta kohdasta. Mika on todennékoisyys, ettd saa-
duista kolmesta palasta voidaan muodostaa kolmio?

16. 1500 km levyisen aavikon vastakkaisilla laidoilla
on kaupungit. Kuorma-auto ldhtee toisesta kaupungis-
ta liikkeelle ja yrittaéd padsta vastakkaiseen kaupunkiin.
Kuorma-auto pystyy kantamaan mukanaan polttoai-
netta 900 km pituiseen matkaan kerrallaan. Kuorma-
auto voi jattdd kuinka suuren tahansa osan lastistaan
aavikolle varastoksi, josta se voi tdydentda tankkiaan
kun tarvitsee. Jos oletamme, etté polttoainetta ei hivia
lainkaan varastoinnin aikana, niin kuinka kuorma-auto
pédsee aavikon yli toiseen kaupunkiin mahdollisimman
véhéilla polttoaineen kulutuksella? Kuinka paljon polt-
toainetta tarvitaan?

17. Mééritellddn jono (a,) asettamalla ag = 0 ja
an+1 = 3a, + 1, kun n > 1. Osoita, ettd agp1p on jaol-
linen 121:114.

18. Positiiviset kokonaisluvut x, y ja z toteuttavat yh-
taloparin

r? =
2% =

Maaritd z, y, 2.

2(y + 2),
Yo + 20 + 31(y? + 22).

19. Maarita kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joille
1™ + 2™ + 3™ + 4™ on jaollinen 10:114.

20. Kaksi pelaajaa pelaa pelié kirjoittamalla vuorotel-
len taululle positiivisia kokonaislukuja, jotka ovat kor-
keintaan k. Jo kirjoitetun luvun tekijéé ei saa kirjoit-
taa. Pelin havida se, joka ei endd voi kirjoittaa lukua.
Milla k:n arvoilla pelin aloittava pelaaja voi aina voit-
taa pelin?
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