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Ratkaisun l6ytdminen matemaattiseen probleemaan ei
ole useinkaan helppoa. Téssé tekstisséa kuvailen ajatus-
prosessin, jonka jouduin kdymé#an lapi saadakseni rat-
kaistua Tommi Sottisen minulle esittdmén kysymyksen.

Oletetaan, ettd meilld on k x [ = n palan suklaalevy,
joka pitaisi pilkkoa yhden palan kokoisiksi osiksi. Kéy-
tdmme seuraavaa menetelmad:

Katkaisemme levyn palojen vilistd (suoraviivaista) ja-
koviivaa pitkin, ja saamme kaksi osaa. Sen jilkeen valit-
semme jonkun osan, ja katkaisemme sen palojen vilista
jakoviivaa pitkin. Toistamme tétd osan valitsemista ja
sen halkaisemista, kunnes suklaa on tédysin pilkottu.

Ylliesitetty pilkkomissysteemi jattéaéd kuitenkin pilkko-
jalle valinnanvaraa. Hén voi esimerkiksi aloittaa hal-
kaisemalla levyn joko pitkittdis- tai poikittaissuunnas-
sa. Han voi myos halkaista levyn keskelta tai katkaista
pelkéstddan yhden rivin levyn paésta. Pilkkoja on lais-
ka, ja niinpé hén haluaisi saada levyn yhden palan ko-
koisiin osiin mahdollisimman v&halla tyolld. Kuinkahan
hénen kannattaisi kayttaé pilkkomissysteemin jattama
valinnanvara?

Kysymys: Kuinka pilkkomiskohdat kan-
nattaisi valita, ettd suklaalevy saataisiin

yhden palan kokoisiksi osiksi mahdollisim-
man vahilld pilkkomisilla? Kuinka monta
pilkkomista tdlloin tarvitaan?

Tietokoneohjelmoinnin matemaattisessa tarkastelussa
torméatadn usein ylldesitetyn kysymyksen kaltaisiin
probleemoihin. Tietokone pitéisi saada ratkaisemaan
haluttu ongelma mahdollisimman vahilld laskenta-
askeleilla, ja usein kéy niin, ettd ensiksi mieleen tuleva
tapa ei ole nopein mahdollinen.

Tarkastellaan esimerkiksi listaa, jossa on n lukua suu-
ruusjérjestyksessi, ja tietokone pitéisi ohjelmoida vas-
taamaan kysymykseen ”onko luku k listassa?” Voim-
me esimerkiksi kirjoittaa ohjelman, joka kiy listan lapi
alusta loppuun, ja jokaisen listan alkion kohdalla tar-
kastaa, onko kyseinen listan alkio k. Ohjelma toimii,
mutta se joutuu tekeméin pahimmillaan n askelta, yh-
den jokaista listan alkiota kohti.

Parempi tapa ratkaista ongelma onkin seuraava: Tar-
kastellaan ensin listan keskimmiisti alkiotal. Jos se on
k, on ongelma ratkaistu. Jos se on suurempi kuin k, tar-
kastellaan jatkossa pelkéstéén listan alkupuolta. Jos se
on pienempi kuin k, tarkastellaan jatkossa pelkéstdan
listan loppupuolta. Seuraavaksi otetaan edelld valittu
listan puolikas, ja sen keskimméinen alkio. Jos se on
k, on ongelma ratkaistu. Jos se on suurempi kuin k,

1 Jos listassa on pariton miira alkioita, on listassa yksikisitteinen keskimméinen alkio. Mikili listassa on parillinen méirs alkioita,
valitaan jompi kumpi kahdesta keskimméisesté alkiosta. Menetelmén toimivuuden kannalta on yhdentekevid, kumpi valitaan.
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tarkastellaan jatkossa pelkéistdén valitun listanpuolik-
kaan alkupuolta. Jos se on pienempi kuin k, tarkastel-
laan jatkossa pelkéstdéan valitun listanpuolikkaan lop-
pupuolta. Toistetaan sama valitulle listan neljésosalle,
sitten kahdeksasosalle, ja niin edelleen, kunnes k on 16y-
tynyt, tai valittu listan osa on huvennut tyhjiin (jolloin
k ei ole listassa). Tilld menetelméilld vaaditaan enim-
milldén noin log, n laskenta-askelta: Jos listan pituus
on esimerkiksi 65536 alkiota, askeleita on enimmilldan
vain 16, eli systeemi on huomattavan nopea.

Suklaalevya voidaan puolitella hiukan samaan tapaan
kuin taulukkoa ylla, joten matemaattisesti koulittu
henkil6 muodostaa ldhes alitajuisesti seuraavan konjek-
tuurin:

Hyvélld taktiikalla vaadittu pilkkomisten
mééra on jotakuinkin log, n.

Havaitaan myés, ettd saman kokoisia, mutta eri muo-
toisia levyja voidaan pilkkoa eri tavalla. 4 x 1-levystéa
voidaan ottaa yksi pala erilleen, mutta 2 x 2-levystéa
taytyy lohkaista kaksi palaa kerralla. Niinpd muodos-
tamme seuraavan konjektuurin:

Suklaalevyn muoto eli "geometria” vaikut-
taa vaadittujen lohkomisten méaaraén.

Tamé on taysin normaali menetelmé probleemoja rat-
kaistessa: Ensin arvataan vaittdmié, ja sitten yritetdan
todistaa ne. Téssd tapauksessa sankarimme ei kuiten-
kaan keksi, kuinka n#ita konjektuureja voisi lihted to-
distamaan.

Kun lennokkaat ideat eivét toimi, on aika palata maan
tasalle. Otamme siis pienié levyjé, ja tapaus tapauksel-
ta katsomme ldpi, kuinka monta pilkkomista ne vaati-
vat. Tarkoituksena on nihdé, josko levyn koon/muodon
ja vaaditun pilkkomisten méadran vélille 16ytyisi jokin
yhteys.

e 1 x 1-levy? Se on jo valmiiksi yhden palan kokoi-
nen. Siis 0 pilkkomista.

e 2 x 1-levy? Sen voi pilkkoa vain yhdelld tavalla.
Siis 1 pilkkominen.

e 2 x 2-levy? Ainoa tapa on pilkkoa ensin kahdeksi
2 x 1-levyksi, jotka pilkotaan sitten yhden palan
kokoisiksi. Siis 3 pilkkomista.

e 4 x 1-levy? Nyt voidaan pilkkoa kahdella taval-
la. Ensimmé&inen vaihtoehto on pilkkoa ensin kah-
deksi 2 x 1-levyksi, jolloin tilanne on sama kuin
edellisessé tapauksessa. Toinen vaihtoehto on ir-
roittaa ensin yksi pala, sitten yksi pala lisda, ja
lopuksi halkaista 2 x 1-levy kahtia. Siis 3 pilkko-
mista kummallakin tavalla.

e 3 x 2-levy? Edelleen kaksi tapaa pilkkoa. Joko en-
sin kahdeksi 3 x 1-levyksi, jotka paloiksi, tai ensin
kolmeksi 2 x 1-levyksi, jotka paloiksi. Molemmilla
tavoilla 5 pilkkomista.

Kaikissa ylldmainituissa tilanteissa kavi niin, ett& n pa-
lan levyn paloittelu vaati n — 1 pilkkomista riippumat-
ta levyn geometriasta tai valitusta pilkkomistaktiikas-
ta. Téassé vaiheessa heitimmekin edelliset konjektuurit
romukoppaan, ja yritdmme todistaa uutta konjektuu-
ria:

Kaikilla luonnollisilla luvuilla n pétee, etté
n palan levyn paloittelu vaatii n — 1 pilk-
komista riippumatta levyn geometriasta tai
valitusta pilkkomistaktiikasta.

Todistettaessa vaittdmia kaikille luonnollisille luvuille
kannattaa kayttda induktiota:

e n = 1:1 x 1-levyn paloitteluun tarvitaan 0 pilk-
komista. Siis véite pétee téssd tapauksessa.

o n > 1 mielivaltainen, vdite pdtee kaikille luvuille
m, jotka ovat pienempid kuin n: n palan kokoi-
nen levy pilkotaan ensin kahteen osaan (1 pilk-
kominen!), kooltaan m, m’. Sitten m ja m’ pa-
lan kokoiset osat pilkotaan yhden palan kokoi-
siksi. Tamé vaatii m — 1 ja m’ — 1 pilkkomis-
ta induktio-oletuksen nojalla (ja on riippuma-
ton pilkkomistaktiikasta). Yhteensi siis tehdédéin
m-1)+m-1)+1l=m+m' —1=n-1
pilkkomista. Induktio valmis.

Nyt olemme todistaneet konjektuurimme. Induktioto-
distuksissa on yleensd yksi ikdvéa piirre. Ne kertovat
meille, ettd viite pétee, mutta ne eivit kerro meille,
miksi se patee. Loytyisikohdn konjektuurillemme toi-
nen todistus, joka auttaisi meitd hahmottamaan tilan-
teen paremmin?

n palan kokoisen levyn paloitteleminen vaatii n—1 pilk-
komista. Olisikohan prosessin vaiheilla jokin sellainen
ominaisuus, joka kasvaa pilkkomisen my&td? Siis niin,
ettd alussa tuo ominaisuus olisi yksi, yhden pilkkomi-
sen jilkeen kaksi, kahden pilkkomisen jdlkeen kolme ja
niin edelleen, ja kokonaan paloitellulla levylla n?

Téssé vaiheessa ratkaisija lyd otsaansa. Téllainen omi-
naisuus on tietysti olemassa, nimittdin suklaapalasten
maira!

Niinpa saamme konjektuurillemme seuraavan todistuk-
sen:
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Alussa suklaa on yhdessé klontissé, ja ha-
luttua lopputilaa luonnehtii se, etté suklaa
on n osassa. Jokainen pilkkominen kasvat-
taa osien madrdd yhdelld (riippumatta va-
litusta pilkkomistaktiikasta), joten n osaan
padseminen vaatii n — 1 pilkkomista.

Matematiikassa on kauneutta. Matemaattinen kauneus
ei kuitenkaan synny kauniista kisialasta tai sulavas-
ti piirretyistd summamerkeistd, vaan se on ennemmin
samaa lajia kuin hyvén vitsin aiheuttama esteettinen
mielihyvé: Tilanne ratkeaa, kun se ndhd&in uudessa,

yllattavissa valossa.

Epilogi: Téasséd tapauksessa osoittautui, ettd vaadittu
pilkkomisten mééra ei ollutkaan suklaalevyn koon lo-
garitmi, vaikka aluksi niin yritinkin osoittaa. Pilkko-
misongelman kysymyksenasettelua voidaan kuitenkin
muuttaa niin, ettd "pilkkomisten méard on jotakuinkin
suklaalevyn koon logaritmi” on oikea vastaus. Keksiiko
lukija, millaisia operaatioita suklaalevyn pilkkojalle pi-
taisi sallia, ettd hén saisi suklaan pilkottua yhden palan
kokoisiin osiin ajassa, joka on jotakuinkin logaritmi le-
vyn koosta? Millaisilla levyilld pilkkomisten mééra on
tarkalleen logy n?
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