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Johdanto

Toisen asteen kéyriksi sanotaan kaikkia niité tason kéy-
rid, jotka ovat muotoa

az® + by* + cxy +dr +ey+ f = 0.

Téassé a, b, ¢, d, e ja f ovat reaalilukuja. Tassé kirjoituk-
sessa paneudumme paraabeliin, ellipsiin ja hyperbeliin.
Yl6spéin aukeavan paraabelin, jonka huippu on origos-
sa, yhtélo on

2

y = ax”, missid a > 0.

Origokeskisen ellipsin yht&lo on
az? 4+ by? = 1, missé a,b > 0,
ja origokeskisen hyperbelin yhtéloé on
az? —by? = +1, missi a,b > 0.

Osoitamme, etti paraabeli, ellipsi ja hyperbeli ovat hy-
vin samankaltaisia kdyrid ja niille voidaan antaa yh-
teinen geometrinen mééritelmé. Valitsemamme mééri-
telmé perustuu annettuun suoraan,pisteeseen ja reaali-
seen vakioon. Tamaé ei ole ainut geometrinen maéritel-
maé, vaan esimerkiksi ellipsi ja hyperbeli voidaan mé&é-
ritelld myos kahden polttopisteensa avulla.

Olkoot [ annettu tason suora ja P annettu tason piste,
joka ei ole suoralla [. Olkoon e positiivinen vakio. Tut-
kimme niiden pisteiden uraa, joiden etéisyys pisteesté
P on vakio e kertaa etiisyys suorasta [. Uraan kuuluvat
siis kaikki pisteet @), jotka toteuttavat yhtdlon

dist(Q, P) = edist(Q, ). (1)
Téssé dist tarkoittaa kahden pisteen tai pisteen ja suo-
ran vélistd (euklidista) etéisyyttd. Suoraa | sanotaan
johtosuoraksi, pistettd P polttopisteeksi ja vakiota e
eksentrisyydeksi. Jos 0 < e < 1, sanomme, ettd ura
on ellipsi, jos e = 1, niin paraabeli, ja jos e > 1, niin
hyperbeli. Lisdtietoja valitsemastamme maééritelmésta
l6ytyy kirjasta

D. A. Brannan, M. F. Esplen ja J. J. Gray: Geometry,
Cambridge University Press, 1998.

Paraabeli

Tutkimme aluksi tapausta e 1. Olkoon a > 0, [,
suora y = —a ja P, piste (0,a). Etsimme pisteitd, jot-
ka ovat yhtéd kaukana johtosuorasta ja polttopisteesta.



Solmu

Pisteen @ = (z,y) etdisyyteen suorasta [, ei vaiku-
ta lainkaan z-koordinaatti, joten saamme etéisyydeksi
|y + al. Pisteiden @ ja P, viliseksi etéisyydeksi saam-
me tutulla kaavalla \/(z —0)2 + (y — a)2. Yhtils (1)
muuntuu siis muotoon

V(@ =02+ (y—a)?=ly+al

Korottamalla molemmat puolet toiseen potenssiin
saamme

22 +y? — 2ay + a® = y® + 2ay + d?,

ja edelleen
2

2?2 =dayeliy = $—.
4a

Kyseessé on siis tuttu ylospéin aukeava paraabeli, jon-
ka huippu on origossa. Kuvaan 1 on piirretty tapaus
a = 1 seké johtosuora ja polttopiste.
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Kuva 1. Paraabeli.

Vastaavasti saamme alaspéin aukeavan paraabelin va-
litsemalla y = a ja (0,—a). Valinnoilla z = —a ja

(a,0) sekd * = a ja (—a,0) saamme muotoa x = %

2
ja x = —%- olevat paraabelit.

Paraabelin muotoon vaikuttaa vain johtosuoran ja polt-
topisteen vilinen etéisyys. Néin esimerkiksi Kuvan 1
paraabeli on yhtenevé kaikkien niiden paraabeli kanssa
joiden johtosuora on y = —1 ja polttopiste on muotoa
(r,1), misséd r on reaaliluku. Niiden kaikkien paraabe-
lien huipput sijaitsevat x-akselilla.

Valitsemalla suoran, joka ei ole kummankaan koordi-
naattiakselin kanssa yhdensuuntainen, saamme "vinos-
sa” olevan paraabelin. Olkoon esimerkiksi y = = + 1
johtosuora ja (—2,2) polttopiste. T&lldin pisteen @ =
(z,y) etdisyys johtosuorasta on

N-z+(-1)-y+1]
12 4+ (—1)2

ja  pisteen @  etdisyys  polttopisteestd  on
V(z+2)2+ (y—2)2 Yhtdls (1) muuntuu siis muo-
toon

|z —y + 1

V(e +2)2+(y—2)2 = EEwey=S

Korottamalla molemmat puolet toiseen potenssiin ja
muokkaamalla saatua tulostaa saamme

22 4+ y? + 22y + 62 — 6y + 15 = 0.

Tamén paraabelin kuvaaja, yhdessd johtosuoran ja
polttopisteen kanssa, on esitetty Kuvassa 2.
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Kuva 2. Paraabeli.
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Ellipsi

Tutkimme sitten tapausta 0 < e < 1. Olkoon a > 0.
Valitsemme johtosuoraksi 2 = a/e? ja polttopisteeksi
(a,0). T&llsin yhtdls (1) muuntuu muotoon

\/(x—a)2—|—(y—0)2:e‘x—§2 .

Korottamalla molemmat puolet toiseen potenssiin ja
muokkaamalla saatua lauseketta saamme

€ 2

—2x + = ]_, 2

a? a?(1 —e?) Y @)
Kyseessd on origokeskeinen ellipsi. Valitsemalla johto-
suoraksi z = —a/e? ja polttopisteeksi (—a,0) saamme
saman ellipsin.
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Valitsemme sitten johtosuoraksi y = a/e? ja polttopis-
teeksi (0, a). Télloin saamme

e? , N €2
a2y (

—_— 2 =
. e2>x 1. (3)

Kuvassa 3 on esitetty ellipsien (2) kuvaajat tavallisella
viivalla ja ellipsien (3) kuvaajat katkoviivalla arvoilla
% jae = % sekd a = 1. Saman eksentrisyyden
omaavat ellipsit ovat samanmuotoisia, mutta ne ovat
toisiinsa ndhden 90 asteen kulmassa.
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Kuva 3. Origokeskeisii ellipsejé.

Miten eksentrisyys vaikuttaa ellipsin muotoon? Kiinni-
tdmme johtosuoran ja polttopisteen, esimerkiksi z = 3
a (1,0). Tallsin saamme ellipsit

(1 —e2)a? + 42 + (6e2 —2)z + 1 — 9% = 0.

Kuvassa 4 on esitetty johtosuora, polttopiste seké el-

lipsit eksentrisyyden arvoilla % (sisimméinen), % (kes-

kimméinen) ja 2 (ulommainen).
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Kuva 4. Ellipseja eksentrisyyden eri arvoilla.

Kéayttdmamme méaadritelmé ei suoraan anna mahdolli-
suutta madritelld ympyraéd. Ympyré voidaan kuitenkin
tulkita ellipsiné, jonka johtosuora on #arettomyydes-
sd. Kiinnitdmme polttopisteeksi origon ja johtosuorak-
siz = %, a> 0. Télloin saamme ellipsit

(1 —e*)a? 4+ y? + 2ear = a>.

Kun e — 0, niin johtosuora etiisyys origosta kasvaa
rajatta, ja saamme

22 4 y? = a2,
joka on origokeskinen a sdteinen ympyra. Kuvassa 5
on esitetty ellipsit eksentrisyyden arvoilla %, %, %, % ja
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kun a = 1.

Kuva 5. Ellipsejd, kun johtosuora ldhestyy dédretonta.
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Hyperbeli

Viimeiseksi tutkimme tapausta e > 1 eli hyperbelia.
Valitsemme saman johtosuoran ja polttopisteen kuin
orikokeskisen ellipsin tapauksessa eli z = a/e? ja (a, 0),
a > 0. Tallsin yhtils (1) muuntuu muotoon

a
Vie—aP+ -0 =ela— 5.
Saamme tdméan muokattua muotoon

e? 5 e?

o

a? a?(e? — 1)
Kyseessd on origokeskinen hyperbeli. Valitsemalla joh-
tosuoraksi & = —a/e? ja polttopisteeksi (—a,0) saam-
me saman hyperbelin. Kuvassa 6 on ensiksi mainittu
hyperbeli, johtosuora ja polttopiste, kun e = 2 jaa = 1.
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Kuva 6. Hyperbeli.

Piirrdmme lopuksi samaan kuvaan paraabelin, ellipsin
ja hyperbelin. Tatd varten kiinnitdmme johtosuorak-
si = 3 ja polttopisteeksi origon. Tillsin yhtéls (1)
muuntuu muotoon

vai+y?=elzr -3,
mistd saamme
(1—e*)a? +y? + 6e’x — 9e? = 0.

Kuvasta 7 on esitetty kuvaajat eksentrisyyden arvoilla
%7 1,2, seké johtosuora ja polttopiste.
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Kuva 7. Paraabeli, ellipsi ja hyperbeli.



	Johtosuora ja polttopiste: toisen asteen käyrät

