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Normaalijakauman kertyméafunktiosta

Pekka Alestalo
Matematiikan laitos, Teknillinen korkeakoulu

Normaalijakauma

Normaalijakauma on térkein jatkuva jakauma ja sitd
késitelladn myos lukion matematiikassa. Jos jakauman
odotusarvo on pu ja keskihajonta o, niin kertyméfunk-
tion lauseke on

x

2ro
— 00

Kaytannossa riittaa tarkastella normitettua jakaumaa,
jonka odotusarvo on 0 ja keskihajonta 1. Normitetun
normaalijakauman kertyméfunktio on siis

1 [,
(I)(l‘):\/—Q—W/eft 2 dt.

Yksi luonnollinen kysymys jdi kuitenkin kunnolla rat-
kaisematta, vaikka sen vastaus toki kirjoissa mainitaan:
Misté tulee kaavassa oleva kerroin? Tunnetusti kerty-
méfunktion ominaisuuksiin kuuluu ehto

1 I —t2/2
e dt =1, 1
V2T / e

ja kerroin 1/4/27 on tietysti valittu tdmén vaatimuk-
sen perusteella. Sen sijaan eksponentissa oleva kerroin

lim ®(z) =1, eli

r—00

1/2 tarvitaan, jotta keskihajonta olisi 1, mutta té-
mé jaakoon lukijan tutkittavaksi. Vaikka kertymafunk-
tion ®(z) lauseketta ei voida ilmaista alkeisfunktioiden
avulla (todistus on pitké ja hankala), on kuitenkin yl-
lattden mahdollista — ja vield lukiokurssin pohjalta —
osoittaa ehdon (1) toteutuminen.

Integraalin laskeminen

Y14 mainittu integraali voidaan laskea melko helpos-
ti seuraavan idean perusteella. Lasketaan erdin kol-
miulotteisen kappaleen tilavuus kahdella eri tavalla:
ensiksi viipaloimalla kappale yhdensuuntaisilla tasoil-
la ja integroimalla nédiden poikkileikkausten pinta-alaa,
ja toisaalta kéayttdmalla pyordhdyskappaleen tilavuu-
den lauseketta (joka vastaa viipalointia eri suunnassal).
Koska tulosten taytyy olla samat, saamme ylldttden
laskettua tutkittavana olevan integraalin.

Aloitetaan pienelld sievennykselld, joka perustuu méa-
ratyn integraalin muuttujanvaihtokaavaan. Tehd&dan
muuttujanvaihto ¢t = /2w, jolloin dt = v/2du, ja teh-
tavéaksi jad osoittaa, etté

o0

I= / e du=/T. (2)
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(Jos muuttujanvaihto ei ole lukijalle tuttu, hén voinee
kéayda alla olevat laskut lapi kayttamalla alkuperéista
muotoa.)

Kappale, jonka tilavuutta seuraavassa tutkitaan, sijait-
. 222

see xyz-avaruudessa pinnan z = e~ 7Y ja xy-tason

vilissé, eli se voidaan mééritelld muodossa

,2) | 0<2<e v zeR,yc R}
T 0 -y R R

Kyseessé ei ole rajoitettu kappale, miké liittyy siihen,
ettd laskettava integraalikin on epéoleellinen, ts. in-
tegroimisrajoina ovat +oo. Tilavuutta ja kyseistd in-
tegraalia pitdisi tdmén vuoksi tarkastella sopivan ra-
japrosessin avulla, mutta sivuutan tdmén pienen on-
gelman, jonka korjaaminen vaatii ainoastaan "teknisté
népertelya”.

Ensimméiinen tapa

Aloitetaan tilavuuden laskeminen viipaloimalla kappale
pystysuorilla tasoilla y = yo, 2, z € R. Vastaava poik-
kileikkaus on yhtenevé xy-tason alueen

{(,y) eER? |z €eR,0<y<e ™ ¥}

kanssa, joten poikkileikkauksen pinta-ala on muotoa

oo

A(yo) = /e"”z_yg dx
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(kdytetdsin tavallista funktion kuvaajan rajoittaman
pinta-alan kaavaa). Koska e = e~ eVi eiki
lauseke e~ ¥ riipu integroimismuuttujasta z, saadaan
edelleen

Alyo) = e / e dy = e W]

— 0o

Kappaleen tilavuus saadaan integroimalla poikkileik-
kausten pinta-aloja muuttujan yg suunnassa, joten tu-
loksena on

oo (oo}

V= /e*yﬁf dyozl/e’yg dyo = 12,

— 00 — 00

silld integroimismuuttujan nimelld ei ole vélia ja inte-
graalin arvo I on pelkki luku!

Toinen tapa

Seuraavaksi tilavuus lasketaan viipaloimalla kappale
ry-tason suuntaisilla tasoilla. Poikkileikkaukset ovat
ympyroitéd, silld arvoilla 0 < z < 1 yhtélostd z =
e~ =¥" ratkeaa 22 + y> = —lnz > 0, joten voim-
me kiyttdd pyorahdyskappaleen tilavuuden lauseket-
ta. Tarkasteltava kappale syntyy, kun xz-tason kayra
z = e ¥, x > 0, pyordhtdd z-akselin ympari. Kay-
ran yhtélosta taytyy siis ensin ratkaista  muuttujan z
avulla lausuttuna:

2
z2=e % <= hz=—1<—=z=vV—-Inz

huomaa, ettd © > 0 <= 0 < z < 1, joten Inz < 0.
Pyorahdyskappaleen tilavuudeksi saadaan néin ollen

1

1
V:7r/(\/—lnz)2 dz:—ﬂ/lnz dz.
0 0

Téamékin on epéoleellinen integraali, joten lasketaan
vaihteeksi huolellisesti. Funktion In z integraalifunktio
on zlnz — z, mikd voidaan tarkistaa derivoimalla. Jos
a > 0, niin saadaan

1
/lnzdz:1~ln1—1—(alna—a):—1—a—alna.

Kun a — 0+, tulee raja-arvoksi —1, silld alna — 0
(voidaan esim. sijoittaa a = e~t, jolloin a — 0+ <=
t — 00, ja tunnetusti alna = —te™* — 0, kun ¢ — o0).

Tilavuudeksi saadaan siis V' = 7, joten tdytyy olla
I? = 7, ja kaava (2)) seuraa.

Kolmas tapa

Vaikka peli on jo selvi, lasketaan kysytty tilavuus vie-
14 kolmannella tavalla. Tamékin menetelmé perustuu
sithen, etté kyseesséd on pyorahdyskappale. Nyt kuiten-
kin ajatellaan kappaleen muodostuvan sellaisista sylin-
tereisté, joiden akseli on z-akselilla, ja sylinterin séteen
ollessa r > 0 on sen korkeus puolestaan e . Sijoitta-
malla r = /22 + y? nihdéin, ettd niisté sylintereisti
muodostuu sama kappale kuin aikaisemmissa kohdissa.
Téllaisen r-séteisen sylinterin pinta-ala on

e . — 2
piiri - korkeus = 27re™ ",
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ja kappaleen tilavuus saadaan télla kertaa kokoamal-
la sylintereiden pinta-alat yhteen muuttujan r suhteen.
Tuloksena on integraali

o0
V= 7T/27‘€7T2 dr.
0

Tarvittava integraalifunktio on yksinkertaisesti fe’TQ,

joten sijoituksesta saadaan uudelleen

V =n(— lim ey ) = .
R—o00

Pohdiskelua

Ajatelkaamme laskun tulosta vield uudelleen: saimme
siis laskettua erdén integraalin arvon, vaikka itse in-
tegraalifunktiosta ei ollut mitdén tietoa. Lisiksi tulos
oli suhteellisen yksinkertainen, eli /7. Vaikka asia voi
tuntua hieman kummalliselta, useita epéoleellisia inte-
graaleja voidaan laskea ilman tietoa integraalifunktios-
ta. Téllaisia esimerkkejd ovat mm.

/smx do = = ja /sin(mQ) dac:ﬁ.
5 v 2 0 2v2

Jalkimméinen integraali on siinéd mielessé erityisen mie-
lenkiintoinen, etti integroitavalle funktiolle sin(z?) ei

pade lim, . sin(z?) = 0, mutta ep#oleellinen inte-
graali on kuitenkin suppeneva! En malta vield lopuksi
olla huomauttamatta, ettd kun tdhin tehddin muut-
tujanvaihto = = e!, saadaan suppeneva epioleellinen
integraali
o0
/ e’ sin(e?!) dt = ﬁ,
2v2

— 00

missé integroitava funktio heilahtelee hyvin voimak-
kaasti muuttujan ¢ kasvaessa.
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