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Vihred mato asuu puunkolossa. Eraand péivdna se
pdattiad mitata kotioksansa pituuden. Se aloittaa oksan
juurelta ja ldhtee rohkeasti mittaamaan oksaa ylospdin.
Mitattuaan kaksitoista matomitallista se kuitenkin lyo
padnséa johonkin kovaan.

Mato katsoo ylospdin ja huomaa, etta oksasta erkanee
toinen oksa sen reitille. Se miettii hetken ja paattaa
sitten mitata myds pienemmén oksan pituuden. Uusi
oksa ei ole juuri sen omaa ruumista paksumpi ja sen

pitadkin tasapainoilla pysyakseen reitilld. Se ehtii mi-
tata vain nelja matomitallista, kun se jalleen huomaa
jotain edessaan.

Oksasta tyontyy ulos jalleen uusi oksa, mutta tama ok-
sa on aivan pieni ja niin kapea, ettei mato enad mahdu
sille mittaamaan. Mato arvioi, ettei oksan pituuskaan
ole edes yhta matomitallista. Kun mato tarkkailee ok-
saa, se huomaa liikettd oksan juurella. Pienenpieni rus-
kea mato kulkee oksalla. Se kaantyy tuolle pienemmal-
le oksalle ja ldhtee mittaamaan sitd ylospdin. Iso mato
laskee, etta se mittaa yksi, kaksi ja kolme omaa mit-
taansa.

Sitten iso mato joutuu oikein siristdmaéén silmidén. Pie-
nenpienen oksan varresta tyontyy ulos aivan pikkiriik-
kinen oksa ja pieni ruskea mato jatkaa matkaansa sita
pitkin. Kun iso mato tutkii pientd oksaa tarkemmin, se
huomaa, ettd se on tdynna noita vield pienempia ok-
sia. Erasta toista sellaista mittailee toinen pieni ruskea
mato.

Mato tuntee yhteenkuuluvuutta noiden pienten ruskei-
den matojen kanssa. Nekin mittaavat kotioksiensa pi-
tuuksia. Se katselee kaikkia noita pienid oksia. Miten
ruskeat madot ikina saavat ne kaikki mitatuiksi, se tuu-
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mii. Akkii matoa alkaa huimata. Se siristéé silmisén
vieldkin sirkeammaélle ja painaa nendnsa aivan kiinni
pienen oksan pintaan. Onko pienenpienen oksan pikki-
riikkisilld oksillakin oksanhaaroja?

Se katselee ruskeita matoja, jotka mittaavat pienid ok-
sia, joita se itse ei mahdu mittaamaan. Katselevatko
ruskeat madotkin toisia vield pienempid matoja, ehkéa-
péa punaisia, jotka mittaavat oksia, joita ruskeat ma-
dot eivat enad voi mitata? Mato tuumii, kuinka kauan
kaikkien niiden oksien mittaaminen kestéisi.

Mato katselee ympérilleen ja havaitsee, ettd myos sen
oma oksa on tdynna pienempié oksia. Silla itselldankin
on siis edessdan aika kova mittaaminen. Se kurkistaa
oksansa juurelle ja siitd tuntuu, ettd jokin huimaava
tunne pyorii sen vatsanpohjassa.

Tassa artikkelissa tutustutaan fraktaalikuvioihin. Ta-
rinan mato asui fraktaalipuussa ja retkelldan se tormé-
si jo moneen fraktaalimaisen huimaavaan ajatukseen.
Seuraavaksi késittelemme samankaltaisia ideoita ala-
asteen ja miksei ylasteenkin oppilaille soveltuvalla ta-
valla.

Varillista paperia, sakset ja liimaa

Aloitetaan askartelemalla kaksi kuuluisaa fraktaalia:
Sierpinskin kolmio ja Kochin lumihiutale. Puuhaan tar-
vitaan valkoisia ja vérillisid A4-arkkeja, sakset ja lii-
maa. Askarteluohjeet on piirretty kuviin 1 ja 2.

Sierpinskin
—-—>
kolmio

Kuva 1. Leikkaa ja liimaa varillinen kolmio valkoiselle
paperille. Leikkaa sitten lisda pienempia valkoisia kol-
mioita ja liimaa kuten kuvassa. Kun kuviota jatketaan
loputtomiin, saadaan Sierpinskin kolmio.

Kochin

> lumihiutale

Kuva 2. Leikkaa ja liimaa varilliselle paperille kak-
si valkoista kolmiota Daavidin tahdeksi. Leikkaa sit-
ten lisdéd pienempia valkoisia kolmioita ja liimaa kuten
kuvassa. Kun kuviota jatketaan loputtomiin, saadaan
Kochin lumihiutale.

Molemmat kuviot syntyvat erikokoisista tasasivuisista
kolmioista. Kolmiot voi leikata vapaalla kadelld pyrkien
kohti tasasivuista muotoa. Nain syntyy ihan mukavia
kuvia. Jos aloituskolmiot eivét ole ihan tasasivuisia,
kannattaa pienemmét kolmiot sovittaa kuvan avulla.
Tarkeinta on, ettéd fraktaalikuvio siilyy.

Kolmioita leikatessa voidaan pohtia sitd, miten taydel-
lisen tasasivuisen kolmion helpoiten saisi aikaan. Aika
hyvia kolmioita saa aikaan ihan kokeilemalla. Jos kan-
tasivu on tietyn pituinen, halutaan kahdesta muusta
sivusta vield saman pituiset. Jos laittaa ensimmaéisen
sivun néin ja toisen noin, kuinka pitka kolmannesta si-
vusta tulee? Onko se oikean pituinen? Mihin eri asen-
toihin toisen sivun voi laittaa? Voisiko toista ja kolmat-
ta sivua sovittaa jotenkin yhti aikaa?’

Voidaan myos miettia miten pienemméit kolmiot suh-
tautuvat isompiin? Miten niistd saa saman muotoisia
ja mista tietdd, minkd kokoisia niiden pitda olla? Tas-
sd kannattaa kiinnittda huomiota sithen, kuinka mon-
ta pienempad kolmiota isompaan mahtuu. Kun kuvio-
ta askarrellaan eteenpéin, millaisia uusia kolmioita ku-
vioon syntyy?

Sierpinskin kolmiota tehtédessd kannattaa katsoa, mi-
ten varillinen kolmio jakautuu, kun sen péalle liima-
taan valkoinen kolmio. Minka muotoisia jaljelle jaavat
varilliset osat ovat? Miten isosta kolmiosta saisi monta
oikean kokoista pienempéaé kolmiota?

Kochin lumihiutaletta askarrellessa syntyy hiutaleen
reunalle aina uusia pienia kolmioita. Minka kokoisia
kolmioita niiden péille liimataan? Kuinka monta sel-
laista mahtuu isompaan kolmioon?

ITasasivuinen kolmio syntyy kétevisti harpin avulla. Piirretisin ensin kolmion kantasivu, otetaan sivun pituus harpille ja piirre-
tddn ympyrankaaret sivun yldpuolelle kun harpin kirki on vuorollaan sivun molemmissa péissd. Kolmion kolmas karki on kaarien

leikkauspisteessa.
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Kuvioiden askartelua voisi periaatteessa jatkaa loput-
tomiin. Sierpinskin kolmiossa syntyy aina uusia véril-
lisid kolmioita, joiden paalle voi liimata valkoisia kol-
mioita. Kochin lumihiutaleessa voi taas reunalle syn-
tyvien kolmioiden péélle aina liimata uusia pienia kol-
mioita.

Varien yhteenlasku ja Sierpinskin
kolmio

Tassa tehtavassa lasketaan lukujen sijaan vareilla. Va-
litaan tarkasteluun kaksi vérid, vaikkapa sininen (tum-
mempi) ja punainen (vaaleampi). Aloitetaan méaéaritte-
lemalla vérien laskusdannot kuten kuvassa 3.

Vireilla lasketaan ruutupaperille. Varitetdan yhteen-
laskettavat ruutuihin niin, ettd niiden véliin jad yksi
tyhja ruutu. Laskun tulos kirjataan sitten viistosti ala-
puolelle niiden valiin.

+

KuvaA 3. Virien laskusdannot. 2

Aloitetaan kuvion laskeminen varittamaélla ruutupape-
rin ylareunan keskelle sininen ruutu. Koska kuviosta
tulee leved, voi olla hyva kdantad ruutupaperi vaa-
katasoon. Sinisen ruudun alapuolelle varitetdan toiset
siniset ruudut viistosti alavasemmalle ja alaoikealle.
Nyt edessa on ensimmainen laskutoimitus, tarkistetaan
saannoista, ettéd sininen + sininen = punainen ja merki-
tdan tulos sinisten ruutujen alapuolelle. Reunoille tulee
taas siniset ruudut.

Jatketaan kuviota laskemalla laskusdantéjen mukaan.
Reunoille varitetdan aina siniset ruudut. Tama voidaan
ottaa joko annettuna sddntona tai sitten voidaan aja-
tella, ettd siniset ruudut syntyvéat, kun lasketaan yl-
h&alla vasemmalla tai oikealla oleva sininen ruutu ja
toisella puolella oleva tyhja ruutu yhteen.

2Varit erottuvat paremmin verkkolehdess.

Kuvassa on laskettu kolmion kahdeksan ensimmaéista
rivid. Onko kuviossa jotain samaa kuin aiemmin askar-
relluissa fraktaleissa? Silmien siristdminen tai kauem-
paa katsominen voi auttaa kuvion hahmottamisessa.

Kuva 4. Kuvan 3 laskusdannoilld lasketun kolmion
kahdeksan ensimmaisté, rivia.

Jos kuviota jatkettaisiin, yhdeksanteen riviin tulisi taas
siniset ruudut reunoille ja keskelle seitsemén punaista
ruutua. Tamén jilkeen punaisista ruuduista muodos-
tuisi iso karjelladn seisova kolmio ja sen reunoille al-
kuosan mukaiset kuviot. Kolmiosta saadaan siis Sier-
pinskin kolmio.

Kuvion varittdminen vaatii periaatteessa tarkkaavai-
suutta, silla yksikin virhe saattaa muuttaa kuvion ko-
konaan. Toisaalta kuvion tietty sadnnonmukaisuus pal-
jastuu kaytannossé pienista virheistd huolimatta. Pie-
net virheet saattavat itse asiassa tehda kuvista mielen-
kiintoisia.

Kolmioita voi olla helpompaa vérittda valmiiseen kol-
miopohjaan, jossa ovat vapaina vain kaytettéavat ruu-
dut. Téllaisen voi tehda esimerkiksi varittamalla vali-
ruudut mustaksi ruutupaperilta ja kopioimalla valmiita
kolmioita. Talloin rivejd kannattaa varata joko kahdek-
san tai kuusitoista.

Koko luokan varittamat pienet kolmiot voi koota luo-
kan seinélle isoksi Sierpinskin kolmioksi. Talloin pie-
nié kolmioita kiinnitetdan seinélle varien yhteenlaskun
mukaisesti. Sinisten ruutujen kohdille kiinnitetaan pie-
ni kolmio. Punaisten ruutujen kohdat jatetaan tyhjiksi.
Kuviosta tulee hauska, vaikka eri kolmiot olisi varitetty
eri varipareilla.

Varien yhteenlasku ja Pascalin
kolmio

Kun varien yhteenlasku on hallussa, voidaan koettaa
mita tavallisella yhteenlaskulla saadaan aikaan. Kirjoi-
tetaan ensimmaiseen ruutuun ja reunoille aina luku yk-
si ja alapuolelle lasketaan ylla olevat luvut yhteen. Nain
saadaan Pascalin kolmio, kuva 5.



Solmu

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
\i 7 21 35 35 21 7 j

KuvA 5. Pascalin kolmion kahdeksan ensimmaisté ri-
vid. Varitd kaikki parittomat luvut.

Kun Pascalin kolmiota on jaksettu laskea ruutupaperil-
le kahdeksan tai kuusitoistakin rivia, varitetaan kuvios-
ta kaikki parilliset (tai parittomat) ruudut. Y& ole-
vasta kolmiosta katsomalla voi jo arvata, etta tastakin
kuviosta tulee Sierpinskin kolmio.

Miksi Pascalin kolmion parilliset luvut tuottavat sa-
man kuvion kuin véreilla laskettaessa? Mitd samaa on
varien yhteenlaskussa ja parillisten ja parittomien lu-
kujen yhteenlaskussa?

Lumihiutaleita ikkunalle

Kochin lumihiutaleita voidaan toki myos piirtdd. As-
kartelussa nakyi vain kuvion reuna, mutta piirtamalla
nahdaan kuvion kulku myo6s tdhden sisapuolella. Piir-
retdan kuten kuvassa 6. Kannattaa aloittaa valmiik-
si monistetusta Daavidin tdhdesté, silloin kuvio pysyy
helpommin pidempéaén kasassa. Perusideana on, etta
kuvaan syntyneiden kolmioiden paalle piirretdén aina
uusia kolmioita.

X

X

KuvaA 6.Kochin lumihiutaleen piirtdminen.

Kun kési visyy kolmioiden piirtdmiseen, voidaan ku-
viota tutkia tarkemmin. Kuinka monta kolmiota ku-
vassa on? Kuinka monta pienimmé&n kolmion kokoista
kolmiota kuvassa on?

Jos sisua riittda, valmiit kolmiot voidaan myos leikata
reunojaan myoten irti paperista ja kiinnittaa vaikka ik-
kunaan. Kuinka pitkd matka joudutaan leikkaamaan?
Kuinka pitkd matka jouduttaisiin leikkaamaan, jos pie-
nempié kolmioita olisi piirretty vieldkin enemman?

Lopuksi loputtomuuksia

Sekéd Kochin lumihiutale ettéd Sierpinskin kolmio ovat
itsesimilaareja fraktaaleja. Itsesimilaarisuudella tarkoi-

tetaan sitd, ettd kuvion osa nédyttaa samanlaiselta kuin
koko kuvio. Jos kuvitellaan, ettd Kochin lumihiutalet-
ta oltaisiin piirretty &arettomyyksiin ja katsotaan sen
vhta sakaraa, havaitaan, ettd se on samanmuotoinen
kuin koko hiutale. Samoin Sierpinskin kolmiossa kaikki
pienet kolmiot ovat samanmuotoisia kuin iso kolmio.

Kun askartelut, laskut tai piirrokset ovat valmiita, voi-
daan yhdessa pohtia kuvioiden geometriaa. Kuinka pit-
kélle piirtdmistd voitaisiin jatkaa? Millaisilta kuviot
néyttasivat suurennuslasin lapi? Kuinka pitkélle varien
yvhteenlaskua voitaisiin jatkaa, jos ruutupaperia vain
riittaisi? Miltd iso kuvio néyttéisi lentokoneesta?

Enta kuinka pitkd on piirretyn Kochin lumihiutaleen
reuna? Kuinka pitka se olisi, jos pienempiéd kolmioita
olisi piirretty vielda enemmén? Kuinka pitka olisi daret-
tomyyksiin jatketun kuvion reuna? Kochin lumihiuta-
leen reuna on itse asiassa ddrettoméan pitka. Adretts-
mén pitkéd viivakin saadaan siis mahtumaan ihan ta-
valliselle paperiarkille.

Erés fraktaalien jannittdva ominaisuus on se, etta nii-
den dimensio ei ole valttamatta kokonaisluku. Esimer-
kiksi Kochin lumihiutaleen reunan dimensio on noin
1,261. Taté voi ajatella esimerkiksi niin, ettd reuna on
niin ryppyinen, ettei se ole endé viiva, mutta ei kuiten-
kaan ihan tasokappalekaan.

Pohdintojen apuna kannattaa kiyttdd omia fraktaa-
liaskarteluja ja tietokoneella piirrettyd kuvaa fraktaa-
leista esimerkiksi piirtoheittimelld. Hienoja kuvia nai-
den tehtédvien fraktaaleista 16ytyy verkosta hakusanoil-
la: Sierpinski triangle tai Sierpinsky triangle ja Koch
snowflake.

Madon perspektiivi

Palataan viela hetkeksi alussa kerrottuun madon tari-
naan. Mato huomasi, ettd sen puussa on jotain itsesi-
milaarista: sen oma oksa muistutti pienempéa oksaa.
Mato myds melkein huomasi, ettd sen oma oksa saat-
toi hyvinkin muistuttaa jotain isompaa oksaa tai pe-
rati koko puuta. Onko tuollaisia fraktaalipuita sitten
oikeasti olemassa?

Fraktaalimuotoja 16ytyy itse asiassa luonnosta paljon.
Vehredan aikaan kannatta etsiad ulkoa saniaisia ja tal-
vella voi vaikka kéydé kukkakaupassa ja pyytaa muuta-
man leikkovihredan. Hyvéan fraktaaliesimerkin saa nah-
kalehdesta. Ruokakaupasta taas voi hakea tarkasteluun
kukkakaalin.

Fraktaalien avulla voidaan laatia hienoja kuvia saniai-
sista, lehdisté ja vaikkapa vuorijonoista. Niista kuulem-
me ehka tarkemmin jossain toisessa kirjoituksessa.



