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Toiminnallista matematiikkaa:

Rosvo ja poliisi -peli

Meeri Viljanen
Tutkijakoulutettava
Helsingin yliopisto

Sarjassa Toiminnallista mate-
matiikkaa esitellian Summa-
mutikka-matematiikkakerhois-
sa hyviksi havaittuja tehtavia.
Sarjassa esitetddn tehtavét rat-
kaisuineen, annetaan neuvoja
tehtavien ohjaamiseen ja va-
lotetaan niiden matemaattista
taustaa. Summamutikkakerho-
Jja jarjestavit LUMA-keskus ja
Helsingin yliopiston matema-
titkan ja tilastotieteen laitos padakaupunkiseudun ala-
asteilla. Lisdtietoja Summamutikkakerhoista 16ytyy si-
vuilta: http://mathstat.helsinki.fi/luma.
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Rosvo yrittda paeta kaupungista toiseen ympaéri val-
takuntaa. Héntd jahtaa lauma poliiseja helikopterei-
neen pystyttaen tiesulkuja rosvon reitille. Poliisien heli-
kopterit ovat ketteria ja radiopuhelimet alati kaytossa,
mutta onnistuuko rosvon silti 16ytaa uusia pakoreitte-
ja? Pitaisiko poliisivoimien palkata apuvoimia tai teh-
dé helikopterihankintoja? Pienen valtion poliisivoimat
eivat saa rosvoa kiinni suurvallassa. Kuinka paljon po-
liiseja tarvitaan kussakin valtiossa?

Pelilaudat

Pelilauta on yksinkertaistettu valtio, matemaattiselta
nimeltdén verkko. Valtiossa on kaupunkeja (solmuja)
ja niitd yhdistavid teitd (sérmid). Pelinappuloina ovat
yksi rosvonappula ja pelista riippuva maéra poliisinap-
puloita. Rosvo on aina sijoitettuna jonkun pelilaudan
kaupungin paalle, kun taas poliisit ovat sijoitettuina
teiden paalle.

Pelilaudan voi tehda piirtdmaélla verkon A3-paperille.
Katevia pelinappuloita ovat post it -laput, mutta mit-
ka tahansa nappulat, vaikka kivet ja kavytkin, kayvat.

Kuva 1: Kuvia erilaisista pelilaudoista eli verkoista.
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Pelin paamaara

Poliisipelaaja yrittda saartaa rosvonappulan. Saarto on
onnistunut, kun rosvon kaupunkia ympéroéivien teiden
paalla on kullakin yksi poliisi, eli rosvo ei paase liik-
kumaan yhtéaén tietd pitkin ulos kaupungista. Talloin
poliisit voittavat.

Rosvo on voittanut, jos tarpeeksi kauan pelattuaan pe-
laajat yhdessd paattavat, etta poliisit eivéit voi saartaa
rosvoa.

Peli 1

Pelissd on yksi parametri, poliisien lukumaara p. Peli-
nappuloina ovat yksi rosvonappula ja p kappaletta po-
liisinappuloita. Pelin aluksi rosvopelaaja asettaa rosvo-
nappulansa pelilaudalle johonkin kaupunkiin. Taémaéan
jalkeen poliisipelaaja asettaa yhden poliisinappulan va-
litsemansa tien paalle. Peli jatkuu niin, ettd rosvopelaa-
ja saa vuorollaan siirtda rosvonappulan mihin tahansa
sellaiseen kaupunkiin, johon pédsee vapaita teitd pit-
kin. Rosvon taytyy siis valttaa poliisin tiesulkuja. Ros-
vo voi my0s tahtoessaan pysyéa paikallaan. Poliisipelaa-
ja voi vuorollaan lisatd uuden poliisin minka tahansa
tien paalle, ja kun kaikki p poliisia ovat jo pelilaudalla,
han saa siirtdad yhta poliisia valitsemansa tien paalle.
Poliisit liikkkuvat helikopterilla, joten heidéan ei tarvitse
valittda tiesuluista.

Peli I1

Pelissd on kaksi parametria, poliisien lukuméara p ja
helikopterien lukumééara h. Pelinappuloina on edelleen
yksi rosvonappula ja p kappaletta poliisinappuloita. Pe-
lid pelataan kuten pelia I, mutta nyt poliisivoimilla on
yvhden helikopterin sijasta kaytossa h helikopteria. Vuo-
rollaan poliisipelaaja voi asettaa laudalle tai siirtaa lau-
dalla yhteensé h:ta poliisinappulaa.

Keskustelua

Pelia voidaan pelata ryhmissa niin, ettd puolet pelaa-
jista pelaa rosvoa ja puolet poliisia. Valilla kannattaa
vaihtaa osia. Ideana on kokeilla erilaisia pelilautoja ja
erilaisia poliisien ja helikopterien méaaria. Jos valtiossa
on enemman teitd, tarvitaan ehkd enemmaén poliiseja
rosvon saartamiseen. Jos valtiossa on yksikin kaupunki,
jossa kohtaa nelja tietd, voiko kolmen poliisin voimin
mitenkéén saartaa fiksua rosvoa? Jos 10ydetédén jokin

riittava maara poliiseja rosvon saartamiseen, niin toki
saarto onnistuu kaikilla tatd suuremmilla maarilla.

Oppilaiden on myo6s tarkoitus miettia voittostrategioi-
ta seké rosvolle etta poliisille. Jos kustakin kaupungis-
ta lahtee nelja tieta, ja poliiseilla on kéytossaan kolme
helikopteria, olisiko mahdollista saada aikaan sellainen
tilanne, ettéd kussakin kupungissa olisi ainakin yksi pa-
koreitti vartioituna? Tallaisessa tilanteessa rosvo voi-
daan aina saartaa seuraavalla vuorolla, silld meni rosvo
mihin kaupunkiin tahansa, voidaan kolme partiota siir-
taa jaljelld olevien pakoreittien péaélle. Onnistuuko ros-
von aina karata kaupunkiin, josta ldhtevien vapaiden
reittien méard on suurempi kuin helikopterien maara?
Jos helikoptereita on kiytossa vain yksi, poliisien tulee
ehké joukkovoimalla yrittdd rajata rosvo jonkun pie-
nemman alueen sisaén, josta silla ei ole ulospaasya, ja
hitaasti hivuttaa rosvon oloa yha tukalammaksi.

Kunkin verkon viereen voi pirtaa valmiiksi talukon, jo-
hon on kirjattu poliisien ja helikopterien lukumaaria, ja
johon tulee taydentaa tieto siitd, kumpi pelaaja voit-
taa missakin tilanteessa. Yksi pelilauta ja sitd vastaa-
va tdydennetty taulukko on piirretty kuvaan 2. Kul-
lakin poliisien ja helikopterien méaaralla kannattaa pe-
lata muutamaan kertaan, jotta tiedetddn, ettei voitto
johtunut vain toisen pelaajan virheesta. Hienoa on, jos
voittostrategia osataan pédtelld joka tilanteessa.

Hauskaa on myo6s kokeilla verkkoja, jotka ovat eri néa-
koisid, mutta silti isomorfisia, kuten kuvassa 3. Voisiko
tiedolla siitd, onko p poliisia ja h helikopteria riitté-
va maara rosvon saartamiseen, paatelld jotakin valtion
(siis verkon) rakenteesta?

2 poliisia | 3 poliisia | 4 poliisia
1 kopteri | rosvo rosvo poliisit
2 kopteria | rosvo poliisit poliisit
3 kopteria | rosvo poliisit poliisit

Kuva 2: Taulukkoon on kirjattu kummalla pelaajista on
voittostrategia, kun pelia pelataan kuvan laudalla. Kahdel-
la poliisipartiolla rosvoa ei voi saartaa, silla kustakin kau-
pungista johtaa kolme tieté ulos. Jos kolmella poliisipartiol-
la on kaytettavissddn vain yksi helikopteri, on rosvon voit-
tostrategia siirtyd aina sellaiseen kaupunkiin, josta paasee

1Koska yksi poliisi voi olla kerrallaan vain kahden kaupungin vieressi, voi kolme partiota tukkia korkeintaan kuusi pakoreittis
kerrallaan, eli kaksi pakoreittid korkeintaan kolmesta kaupungista. Aina on siis yksi kaupunki, josta padsee pois kahta reittia.
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pois vahintasan kahta vapaata reittial. Jos taas kolmella po-
liisipartiolla on kaksi kopteria, poliisit voittavat. Kolme par-
tiota voidaan jarjestdd laudalle niin, ettd kustakin kaupun-
gista on vahintddn yksi pakoreitti suljettuna. Siirtyi rosvo
tdmén jilkeen mihin tahansa, se voidaan saartaa siirtdmal-
14 kaksi muuta partiota jaljella olevien pakoreittien péaalle.
Nelja partiota voidaan asetella sulkemaan kunkin kaupun-
gin ulostuloista kaksi. Tdméan jilkeen rosvon saartamiseen
riittad yksikin kopteri.

Kuva 3: Kuvan kaksi verkkoa ovat erindkoéiset, mutta kui-
tenkin isomorfiset. Tama tarkoittaa sité, ettd jokaiselle so-
mulle vasemmalla olevassa verkossa voidaan 10ytaa yksikéa-
sitteinen vastinsolmu oikealla olevassa verkossa siten, etta
vasemmalla kahden solmun valilld on sdrmé jos ja vain jos
niiden vastinsolmujen vélilla on sdrma.

Timanttipeli

Esittelen téssa esimerkin vuoksi viela yhden vaikeam-
man pelilaudan. Kuvassa 4 on esitelty timanttipelilauta
ja voittotilanne eri poliisien ja helikopterien maarilla.
Kolmella poliisilla ei selvéstikddn voida rosvoa saar-
taa, silla jokaisesta kaupungista ldhtee neljé tieta. Sa-
moin jos poliisivoimilla on kaytossdan nelja helikopte-
ria ja nelja poliisipartiota, voidaan rosvon kaupunki ai-
na saartaa valittomasti. Minkalaisia voittostrategioita
pelaajilla on muissa tilanteissa? Seuraavassa on muuta-
mia nidkokohtia ongelmaan, vaikkakin yksityiskohtaiset
matemaattiset perustelut sivuutetaan.

Nokkela poliisipelaaja voi huomata, ettd kuudella par-
tiolla pelilauta voidaan jakaa kahteen osaan siten, ettei
rosvo paase puolelta toiselle. Tutkitaan tapausta, jos-
sa poliisivoimilla on kuusi partiota ja kaksi helikopte-
ria. Poliisien voittostrategia on jakaa lauta ensin kahtia
niin, ettd kummallekin puolelle jaa kuusi kaupunkia, ei-
k& rosvo paase puolelta toiselle. Tamén jalkeen poliisit
voivat kahta partiota vuorollaan siirtden rajata rosvon
alaa yhé pienemmaéksi ja pienemmaksi. Jos helikopte-
reita on vain yksi, tdmé ei onnistu, silla yhta partiota
siirrettaessa syntyy vékisin reitti toiselle puolelle. Yh-
den kopterin tilanteessa tarvitaan seitsemas partio es-
tamaan tama.

Viisi partiota ei riitd, vaikka poliiseilla olisi kéytetté-
vissadn kolmekin kopteria. Koska yksi partio voi olla
kerrallaan vain kahden kaupungin vieressa, voi viidella
poliisipartiolla paasta korkeintaan kymmenen kaupun-
gin vierelle. Talloin jaa ainakin yksi kaupunki, josta
lahteville teille ei riitd yhtdan poliisia. Rosvon voitto-
strategia on aina siirtyd sellaiseen kaupunkiin. Jos (ja

kun) rosvo voi aina pysyé neljin pakoreitin kaupungis-
sa, ei sitd voida kolmella helikopterilla saartaa.

4 poliisia | 5 poliisia | 6 poliisia | 7 poliisia
1 kopteri | rosvo TOSVO rosvo poliisit
2 kopteria | rosvo TOSVO poliisit poliisit
3 kopteria | rosvo Tosvo poliisit poliisit
4 kopteria | poliisit poliisit poliisit poliisit

Kuva 4: Taulukkoon on kirjattu timanttilaudalla pelatun
pelin voittostaretegian omaava pelaaja kullakin varustelu-
tasolla.

Matemaattinen tausta

Vaikka tietokoneet voivat laskea yh& nopeammin ja
nopeammin, on silti tarkedd yrittaa rakentaa sellai-
sia algoritmeja, joilla ongelma ratkeaa mahdollisimman
nopealla tavalla. Verkkoteoriasta onkin tullut tarkea
matematiikan osa-alue juuri tietotekniikan sovellusten
myGté. Verkkoteoriassa tutkitaan esimerkiksi erilaisten
ongelmien vaativuusluokkia. Verkkoteorian ongelman
sanotaan ratkeavan polynomisessa ajassa, jos on ole-
massa polynomi p(n) ja sellainen algoritmi, joka kiyt-
taa n:n solmun kokoisella verkolla ongelman ratkaisuun
korkeintaan p(n) aikayksikkod. Myo6s Rosvo ja polii-
si -peli liittyy verkkoteorian tutkimukseen ja etaisesti
my6s vaativuusluokkiin. Voidaan osoittaa, ettd rosvo-
tai poliisipelaajien voittostrategioiden olemassaolo liit-
tyy tietynlaisen logiikan, eli matemaattisesti maaritel-
lyn kielen, kykyyn kuvailla verkkojen ominaisuuksia.
Professori Lauri Hella kédytti erdénlaista rosvo ja polii-
si -pelia osoittaessaan, ettd polynomisessa ajassa rat-
keavien ongelmien luokka ei ole sama kuin logiikassa
L%, ,(Qy,) maériteltédvien ongelmien luokka, vaikka sal-
littaisiin mielivaltaisen suuria arvoja parametreille p ja

h.

Polynomisessa ajassa ratkeavien ongelmien joukon tut-
kimus jatkuu edelleen. Tahan tutkimukseen liittyy
my6s kuuluisa ” P = N P?” -ongelma, jonka ratkaisus-
ta Clay Mathematics Institute on luvannut miljoona
dollaria. Lyhenteen kirjain P tarkoittaa juuri polyno-
misessa ajassa ratkeavien ongelmien luokkaa.



