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Neljan alkion kunta, solitaire-peli ja

taikaneliot

Kalle Ranto ja Petri Rosendahl
Matematiikan laitos, Turun yliopisto

Nykyisissé tietoliikennesovelluksissa kaytetdan paljon
tekniikoita, jotka perustuvat niin sanottujen darellisten
kuntien teoriaan. Esimerkiksi matkapuhelimissa kéay-
tettyjen virheita korjaavien koodien, spektrinhajautus-
koodien ja salausmenetelmien esittdminen ilman aérel-
lisia kuntia on kaytannossd mahdotonta. Téssa kirjoi-
tuksessa esittelemme yksinkertaisen esimerkin aarelli-
sesta kunnasta ja sovellamme sita solitaire-pelin analy-
sointiin ja taikaneliGiden konstruointiin.

Algebrallisen kunnan laskusaan-

not

Karkeasti ottaen algebrallinen kunta on sellainen sys-
teemi, jossa voidaan suorittaa yhteen-, vahennys-,
kerto- ja jakolaskuja, ja jossa kaikki tavanomaiset las-
kulait ovat voimassa. Toisin sanoen kunnan alkioilla
lasketaan samaan tapaan kuin reaaliluvuilla R. Koska
tama ei ole riittavan tarkka méaaritelma matemaatikol-
le, sanomme seuraavaksi saman asian hieman toisin.

Maaritelma 1. Joukko K varustettuna kahdella las-
kutoimituksella 4+ ja - on kunta, jos seuraavat ehdot
toteutuvat:

1. (z+y)+z=z+(y+2)ja(z-y)-z=x-(y-2) aina
kun z,y,z € K,

2. z+y=y+zxjar-y=y-xanakun z,y € K,

3. joukossa K on sellainen alkio 0, ettd x + 0 = = aina
kun z € K,

4. jokaista x € K kohti on sellainen alkio —z, ettd
x+ (—z) =0,

5. joukossa K on sellainen alkio 1, ettd 1 -z = x aina
kun z € K,

6. jokaista z € K, x # 0, kohti on sellainen alkio z 7!,

ettda x -2z~ =1,
7. 2z-(y+2)=z-y+x-zanakun z,y,2z € K.
Joukossa K oletetaan my6s olevan vahintaan kaksi al-
kiota.

Y114 mainittu alkio 0 on kunnan K nolla-alkio ja 1 on
ykkosalkio.

Alkiota —x sanotaan alkion x vasta-alkioksi ja sen avul-
la kunnassa maaritellaan vahennyslasku

r—y=r+(-y).
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Alkiota x~! sanotaan alkion z k##nteisalkioksi ja se
antaa jakolaskun

kun y # 0. Kunnassa voidaan my6s alkio korottaa po-
tenssiin

n kpl

Esimerkki 1. Tavallisimpia esimerkkejé kunnista ovat
rationaalilukujen joukko Q, reaalilukujen joukko R ja
kompleksilukujen joukko C, kun néaissé laskutoimituk-
set ovat tavalliset yhteen- ja kertolaskut. Sen sijaan ko-
konaislukujen joukko Z ei muodosta kuntaa yhteen- ja
kertolaskun suhteen, silla esimerkiksi alkiolla 2 ei ole
kédnteisalkiota joukossa Z (ks. M&éritelmén 1 ehto 6).

Neljan alkion kunta

Hieman eksoottisempi esimerkki kunnasta on neljan al-
kion kunta F,, jota seuraavassa tarkastellaan ldhem-
min.

Olkoon F4 neljan alkion joukko {0, 1, «, 3}, jonka las-
kutoimitukset + ja - méaaritelladn Taulukon 1 mukai-
sesti. Silloin F4 toteuttaa Maaritelmén 1 ehdot eli se on
kunta. Selvastikin 0 on kunnan nolla-alkio ja 1 ykkos-
alkio. Voit halutessasi tarkistaa ehtojen toteutumisen
muutamin esimerkein.
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Taulukko 1: Neljan alkion kunnan yhteen- ja kertolas-
kutaulut.

Tehtava 1. Tarkista laskutauluja kayttden seuraavat
faktat:
(a) Heti nihdéadin, ettd 8 = o? ja f=a + 1.

(b) Kukin alkio on itsensé vasta-alkio, silld x + 2 = 0
olipa z € F, mika hyvéansa.

(c) Koska a8 = 1, alkion « kddnteisalkio on 3 ja G:n
kaanteisalkio on a.

(d) Helposti todetaan, ettd o™ = 1 jos ja vain jos n on
jaollinen kolmella.

(e) Tauluista tai kohdista (a) ja (b) saadaan tarkeé re-
laatio o + o +1 = 0.

Kunta [y tarjoaa yksinkertaisen esimerkin darellisestéa
kunnasta (Esimerkin 1 kunnat olivat ddrettomid). Nai-
den teoria on nykyaéan vilkkaan tutkimuksen kohteena,
ja onpa adrellisille kunnille omistettu oma aikakausleh-
tikin Finite Fields and Their Applications.

Esimerkki 2 (x). (Tdmén esimerkin ja (*):114 merkityt
tehtavat voi hypéaté yli.) Voit lukea Tauno Metsénky-
lan Solmu-artikkelin [4] ja laskea luvuilla {0,1,2,3,4}
modulo 5. Tama tarkoittaa, ettd yhteen- ja kertolas-
ku menee muuten normaalisti, mutta tuloksessa kiin-
nostaa ainoastaan jakojaannos 5:114 jaettaessa, jolloin
lopputulos saadaan edelleen esitettya luvuilla 0-4. Esi-
merkiksi

1+4=5=0 (mod 5),

1-3=-2=3 (mod5),

4-4=16=1 (mod?5) ja
253-4:1252 (mod 5), koska 47! = 4.

Tehtdva 2 (x). Varmista itsellesi, ettd Esimerkin 2
joukko F5 = {0,1,2,3,4} on viiden alkion kunta, kun
laskutoimitukset tehdédan modulo 5.

Itse asiassa voidaan osoittaa, ettd edellisen esimerkin
kaltainen joukko on kunta aina kun lasketaan modu-
lo jokin alkuluku (esim. 2,3,5,7,11,...). Liséksi tiede-
taan, ettd on olemassa n:n alkion aarellinen kunta tar-
kalleen silloin, kun n on jokin alkuluvun potenssi (esim.
22 tai 3°).

Solitaire-peli

Seuraavassa esitellddn pari kombinatoriikan alaan las-
kettavaa adrellisten kuntien sovellusta. Useimmille tu-
tun solitaire-pelin lauta ja alkutilanne nékyy Kuvas-
sa 1.
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Kuva 1: Englantilainen solitaire-lauta.

Pelin alkutilanteessa laudan jokaisessa reidssa keskim-
maéistd lukuunottamatta on nappula. Sallitussa siirros-
sa pelaaja hyppaé nappulalla joko vaaka- tai pystysuo-
raan vieressd olevan nappulan yli sen takana olevaan
tyhjadn ruutuun, ja poistaa ylihypatyn nappulan (ks.
Kuvan 2 siirtoja). Pelaajan tavoitteena on saada pois-
tetuksi kaikki laudan nappulat yhta lukuunottamatta.
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Kuva 2: Esimerkki kahdesta ensimmaisesté siirrosta.

Kysymys. Mihin pelilaudan kohtaan viimeinen nap-
pula voi jaada?

Téaméan kysymyksen selvittdmiseen kaytdamme kunnan
F4 aritmetiikkaa. Ajattelemme pelilaudan pisteet xy-
koordinaatiston osajoukoksi niin, etta laudan keskipis-
te on origossa, ja pisteiden koordinaatit ovat kokonais-
lukuja. Pelilaudan pisteille patee siis —3 < = < 3 ja
—3 < y < 3 (kuitenkaan esim. piste (2,2) ei ole englan-
tilaisella laudalla).

Kuva 3: Mahdolliset paikat viimeiselle nappulalle.

Olkoon X niiden pelilaudan pisteiden joukko, joissa on
nappula. Muodostetaan joukon X avulla kunnan F4 al-
kiot A(X) ja B(X) kaavoilla

A(X) = Z o™V ja B(X)= Z a® 7Y,

(z,y)eX (z,9)EX

Esimerkki 3. Olkoon X = {(1,0),(1,1),(1,2)} kol-
men allekkaisen pisteen joukko ja lasketaan

BX)=a""+a'"""+a'"?=a"'+a"+a!
=a+1+a®=0.
Kannattaa huomata, etti relaatiosta o = 1 seuraa

esim. a~! = a?. (x Esimerkin 2 hengessi voidaan sa-
noa, ettd alkion a eksponenteilla lasketaan modulo 3.)

Samoin mille tahansa kolmen vierekkéisen (tai allek-
kaisen) nappulan joukolle X on voimassa A(X) =0 =
B(X). Tasta saadaan seuraava tulos.

Tehtéva 3. Osoita, ettéd alkutilanteessa A(X) =1 ja
B(X)=1.

Esimerkki 4. Jos vaikkapa pisteessé (z,y) oleva nap-
pula siirretdén pisteessd (z + 1,y) olevan nappulan yli
ja téssa siirrossa nappuloihin liittyvé joukko X muut-
tuu joukoksi Y, niin alkioiden erotus A(Y) — A(X) on

Q" T2y _ oty gty — gty (oz2 +a+ 1) =0.

Samoin todetaan muidenkin siirtojen jélkeiselle joukol-
le Y, ettd A(Y) = A(X). Laskut on helppo suorittaa
my0s arvon B(X) tapauksessa.

Tehtava 4. Jos sallitussa siirrossa nappuloihin liit-
tyva joukko X muuttuu joukoksi Y, niin osoita, etta
A(X)=A(Y) ja B(X) = B(Y).

Oletamme nyt, ettd pelaaja on onnistunut pédaseméain
yhden nappulan lopputilanteeseen. Olkoon viimeisen
nappulan koordinaatit (z,y). Tehtdvien 3 ja 4 nojal-
la taytyy siis olla

a®tV =Y = 1.
Koska o™ = 1 tarkalleen silloin, kun 3 jakaa luvun n,
niin pienella paattelylld saadaan, ettd 3 jakaa molem-
mat luvut x ja y. Néin ollen viimeinen nappula voi olla
vain jossakin ruuduista (0,0), (0,3), (3,0), (0,—3,) ja
(=3,0) (ks. Kuva 3).

Kokeilu osoittaa, ettd yhden nappulan lopputilanne on
todella mahdollinen (ja ratkaisun 16ytaa helposti www-
sivuiltakin). Symmetrian nojalla voidaan myds sanoa,
etta jos jokin yo. lopputilanteista on mahdollinen, niin
ne kaikki ovat (mieti tilannetta ennen viimeisté siir-
toa).

Kuvassa 1 olevaa lautaa sanotaan englantilaiseksi lau-
daksi. Joskus nikee kaytettavan myos ranskalaista pe-
lilautaa, ks. Kuva 4.
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Kuva 4: Ranskalainen solitaire-lauta.

Tehtava 5. Osoita, ettd ranskalaisella solitairella ei ole
ratkaisua, kun aloituksessa oleva tyhji paikka on ori-
gossa (ts. talloin ei padstd yhden nappulan lopputilan-
teeseen).

Solitairen ja kunnan F, yhteys on esitetty alunpe-
rin artikkelissa [2]. Lisétietoa solitaire-pelistd 10ytyy
esimerkiksi kirjasta [1] ja www-sivuilta, muunmuassa
www.geocities.com/gibell.geo/pegsolitaire/
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Latinalaiset neliot

Edellisessd Solmussa [5] tehtiin 3 x 3 -taikaneliité. Esi-
tamme nyt yleisen menetelmén, jolla aarellisistd kun-
nista saadaan taikaneliditd. Konstruktiot loytyvat ai-
nakin kirjasta [3].

Maaritelma 2. Latinalainen nelié on n X n -taulukko,
jonka jokaisessa rivissa ja sarakkeessa kukin luvuista
0,...,n — 1 esiintyy tasan kerran. Jos tdma ehto pitda
paikkansa myos molemmille lavistédjille, sanotaan, etta
latinalainen neli6 on diagonaalinen.

Voimme konstruoida 4 x 4 -latinalaisia neli6itd kunnan
F, avulla, kunhan sovimme alkioiden esittdmisesta nu-
meroilla {0,1,2,3}. Se voidaan tehda esimerkiksi seu-
raavasti (kunnan alkiot vasemmalla, numerot oikealla):

(1) 00 11 o 2 B+ 3
Nyt jokaiselle kunnan F4 nollasta poikkeavalle alkiolle
x # 0 méérittelemme nelion L,, jonka i:nnen rivin ja

jmnen sarakkeen komponentti on
2) Ly(i,j)=i-z+].

Tassa laskut suoritetaan kunnassa F, kayttden vas-
taavuutta (1). Nelion rivien ja sarakkeiden numerointi
aloitetaan nollasta eli 4,5 € {0, 1,2, 3}.

Esimerkki 5. Lasketaan malliksi nelion L; kompo-
nentteja. Vasemman ylanurkan (0, 0) koordinaatit vas-
taavat kunnan alkiota 0 ja laskusta L1 (0,0) = 0-14-0 =
0 saamme ylakulmaan numeron 0. Loput ylarivistd me-
nee samaan tyyliin L1(0,5) =0-14j = j, koska ykko-
salkion kerroin on 0.

Lasketaan viela malliksi nelion L; komponentit kohdis-
sa (1,2) ja (2, 3). Laskut menevét silloin L;(1,2) =1 -
l+a=1+a=p<3jali(2,3) =al+f=a+8=1.
Loppujen komponenttien laskeminen jad harjoitusteh-
tavéaksi. Kaiken kaikkiaan saamme kolme latinalaista
neliota

[0 1 2 3] 01 2 3
1 0 3 2 2 3 0 1] .
Li=1y 3 ¢ 1| La=|3 o 1 of 2
3 2 1 0] 10 3 2
0 1 2 3]
3210
Ls=11 ¢ 3 2
2 3 0 1]

Huomaamme, ettd esimerkin neliot ovat toistensa ri-
vipermutaatioita eli saamme kaikki neliot vaihtelemal-
la nelion L; riveja sopivasti keskenaan. Lisaksi kaikissa
nelidissa ensimméinen rivi on suuruusjarjestyksessa. L
on niin sanotussa standardimuodossa, jossa my0s en-
simmainen sarake on suuruusjarjestyksessi, ja vielapa

symmetrinen. Toisaalta L, ei ole diagonaalinen, mutta
Lo ja Lg ovat.

Tehtdva 6. Mieti, miksi kaavan (2) avulla saatavat ne-
liot ovat latinalaisia.

Maaritelma 3. Kahden n x n -latinalaisen nelion
L ja L' sanotaan olevan ortogonaaliset, jos ottamal-
la molemmista nelidistd samat komponentit pareiksi
(L(i,5),L'(i,7)) saadaan kaikki mahdolliset n? luku-
paria (0,0),(0,1),...,(n,n).

Esimerkki 6. Tarkistetaan, ovatko edellisen esimer-
kin neliét Ly ja L, ortogonaaliset. Voimme muodos-
taa kahdesta neliostéd yhdistenelion, jonka komponentit
ovat vastaavat komponenttien parit. Esimerkiksi

(1,1 )
(0,3 )
(3,2 )
(2,0 )

Naemme, etta kaikki parit esiintyvéat tarkalleen kerran,
joten Li ja L, ovat ortogonaaliset.

Tehtdva 7. Tarkista samoin, ettd myos neliét (L1, Lg)
ja (La, Lg) sisdltavat kaikki mahdolliset parit.

Voidaan todistaa, ettd suurin méaré pareittain ortogo-
naalisia n x n -latinalaisia neliGita on korkeintaan n—1.
Esimerkkimme antaa siis mahdollisimman suuren tél-
laisen joukon.

Tehtava 8 (x). Kaava (2) toimii kaikille dérellisille
kunnille. Ota siis viiden alkion kunta Fs Esimerkista
2, laske siihen liittyvat latinalaiset neliot Ly, Lo, Ls
ja L4 ja tarkista, ettd ne ovat keskendan ortogonaali-
set. Nayttavatko neliot sdannollisemmilta kuin neljan
alkion kunnasta saadut?

Taikaneliot

Maaritelma 4. Taikaneli6 on n X n -taulukko, jossa
kukin luvuista 1,2, ...,n? esiintyy tasan kerran ja jon-
ka rivien, sarakkeiden ja lavistdjien summat ovat yhtéa-
suuret.

Voimme konstruoida n x n -taikanelion kahdesta dia-
gonaalisesta ja keskenddn ortogonaalisesta n X n-
latinalaisesta neliosta L ja L’ seuraavasti: lasketaan tai-
kanelion 77, ;» komponentit sddnnclla

(3) TL,L’<iaj):L(iaj)'n+L/(i,j)+1'

Talla kertaa laskut suoritetaan normaalisti kokonaislu-
vuilla.
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Esimerkki 7. Muodostetaan ortogonaalisten ja diago-
naalisten nelididen L, ja Lg avulla 4 x 4 -taikanelio.
Kirjoitamme kaavan (3) taulukkomuodossa

01 2 3 01 2 3
2 3 0 1 321 0
Toars =13 9 1 o| 4T |1 0 3 2| !
1 0 3 2 2 3 0 1
(1 6 11 16
|12 15 2 5
|14 9 8 3|
|7 4 13 10

missa kaikki laskut tehddan komponenteittain. Esimer-
kiksi vasempaan ylékulmaan tulee 0-4+0+41 = 1. Voit
tarkistaa, ettd nelion Tp,, 1, rivien, sarakkeiden ja la-
vistdjien summa todella on aina sama.

Tehtava 9. Osoita, ettd n x n -taikanelion rivien sum-

ma on aina in(n®+1).

Tehtiva 10. Mieti, miksi kaavan (3) avulla saadaan
taikaneliGita. Yrita todistaa se. Mita tapahtuu, jos la-
tinalaiset nelidt eivét ole diagonaalisia? Onko T, 1,
Maaritelmén 4 mukainen taikanelit?

Tehtdva 11 (x). Muodosta 5 x 5 -taikanelio kayttaen
Tehtavén 8 latinalaisia neliditd Lo ja Lg (vastaus alla).

Miksei neliGita Lq ja L4 voi kdyttaa?

1 7 13 19 25
14 20 21 2 8
22 3 9 15 16
10 11 17 23 4
18 24 5 6 12
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