Solmu

2/2005

ZJ/Z/ /Zf <r /5 w77
/’2/ 5’ 7

7.
Y ;%’; y

Verrannollisuudesta pintaa syvemmalta

Teuvo Laurinolli
International Baccalaureate, Tukholma

Johdanto

Yldkoulun matematiikan oppikirjan [1] tekstid tyOs-
téesséni jouduin pohtimaan (suoraan) verrannollisuu-
den maaritelmén muotoilua. Yleinen ehto sille, etta po-
sitiivisia reaaliarvoja saavat muuttujat x ja y ovat ver-
rannollisia, on, etta kaikilla p > 0

(A) muuttujan z arvon p-kertaistuessa myo6s muuttu-
jan y arvo p-kertaistuu.

Entépa, jos yksinkertaisuuden vuoksi rajoituttaisiin
vaatimaan ehdon voimassaolo vain jollakin tietylld p #
1, esimerkiksi p = 27 Olisiko tamé& matemaattisesti pa-
teva verrannollisuuden ehto? Eli seuraako yleinen ehto
(A) esimerkiksi erityisestd ehdosta

(B) muuttujan = arvon kaksinkertaistuessa my0s
muuttujan y arvo kaksinkertaistuu?

On helppo nahdé, ettéd ehto (A) on yhtépitava sen kans-
sa, ettd y = cx, missé ¢ on positiivinen vakio (eli muut-
tujan y arvo, kun x = 1).

Kysymys voidaan matematisoida seuraavasti.

Ongelma. Olkoon f funktio, jonka maéarittely- ja arvo-
joukkona ovat positiiviset reaaliluvut ja olkoon f(1) =
c. Oletetaan, etta

(1) f(2z) = 2f(x) kaikilla x > 0.
Onko silloin valttdmatta

(2) f(z) = cx kaikilla z > 07

Jiljempini esitettiviit vastaukset! ovat voimassa ylei-
semminkin, kun ehdossa (1) vakio 2 korvataan milld
tahansa positiivisella vakiolla p # 1. On ilmeistéa, etta
implikaation (1) = (2) voimassaolo riippuu siitd, mil-
laisia rajoituksia funktiolle f asetetaan. Tarkastelem-
me seuraavassa ensiksi tapausta, jossa f on derivoitu-
va ja sitten tapausta, jossa f on ainoastaan jatkuva.
Oletamme jatkossa ilman eri mainintaa, ettd funktion
f maairittely- ja arvojoukkona ovat positiiviset reaali-
luvut.

Tapaus 1: f derivoituva

Seuraava lause osoittaa, ettd téssd tapauksessa vastaus
ongelmaamme on myonteinen, kun oletetaan lisaksi, et-
tad f:n derivaatalla on raja-arvo kohdassa = = 0.

I Esitin ongelman marraskuussa 2004 Jorma Merikoskelle, joka mobilisoi nopeasti pienen tutkijaryhmin pohtimaan sitd. Ryhm3
kévi aiheesta vilkasta siahkopostikeskustelua marras-joulukuussa 2004. Keskustelun tulokset on esitetty kattavasti artikkelissa [2],

johon tadma kirjoitus perustuu.
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Lause 1. Oletetaan, ettd f on kaikkialla derivoituva ja
iii% f'(z) = c. Silloin implikaatio (1) = (2) on voimas-
sa.

Todistus. Derivoimalla yhtalé f(2z) = 2f(z) puolittain
ja soveltamalla vasemmalla puolella ketjusdantoa saa-
daan 2f'(2z) = 2f'(x), josta edelleen f'(2z) = f'(x).
Tésté seuraa sijoittamalla t = 2z, ettéd f/(t) = f(5) ja
edelleen induktiolla, ettéd f'(t) = f'() kaikilla luon-
nollisilla luvuilla n.

Siis
c=lim f'(x) = lim f/(%)
~ Tim £'(t) = /(0

Koska f'(x) = cidenttisesti, niin f(x) = cx jac = f(1).
g

Didaktinen huomautus 1. Tarkasteltaessa empiiris-
ten suureiden x ja y valistd riippuvuutta peruskoulu-
tasolla voitaneen lauseen 1 oletusten katsoa olevan voi-
massa. Lauseen 1 tulos merkitsee silloin, ettd verran-
nollisuuden maaritelma voidaan yleisyyden karsimétta
vksinkertaistaa ehdoksi (B).

Tapaus 2: f jatkuva

Ruokahalu kasvaa syOdessi. Séilyyko lause 1 voimas-
sa, jos sen oletuksia kevennetaan esimerkiksi vaatimalla
funktiolta f ainoastaan jatkuvuutta? Vastaus on kiel-
teinen, kuten seuraava vastaesimerkki osoittaa.
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KUVA: Vastaesimerkin funktion kuvaaja vilillé [1,8].

Vastaesimerkki. Méaritellidn funktio f paloittain
asettamalla

f(z)=2""2% + 2" kun 2" <z < 2"

kaikilla kokonaisluvuilla n. Lukija voi harjoitustehtava-
né todentaa, ettd f on kaikkialla jatkuva ja toteuttaa
ehdon (1), mutta ei ehtoa (2).

Huomautus. Vastaesimerkin takana on intuitiivinen
geometrinen konstruktio, jossa piirretddn ensin jonkin-
lainen kdyranpéatka funktiolle f valillda 1 <z < 2 (tés-
sé tapauksessa f(z) = 2% + 2) ja siirretiéin sitten ti-
mé patkéd sopivasti venytettyné valeille 2 < = < 4,
4 < x < 8 jne. sekd kutistettuna véleille % <zx<l,
% <z < % jne. ja varmistetaan jatkuvuus liitoskohdis-

sa.

Implikaation (1) = (2) kaatuminen jatkuville funktioil-
le haastaa meiddt pohtimaan, onko ehtoa (1) mahdol-
lista vahvistaa niin, ettd implikaatio olisi tdssdkin ta-
pauksessa pétevi. Seuraako (2) esimerkiksi ehdosta

(1+) f(2z) =2f(z) ja f(3z) = 3f(z) kaikilla z > 0

Lause 2 antaa tdhén kysymykseen myonteisen vastauk-
sen. Lauseen todistus perustuu kiinnostavalla tavalla
seuraavaan Dirichlet’n tulokseen (ks. [3], s. 16).

Lemma. (Dirichlet) Olkoon « irrationaaliluku. Luvut
m—+na, missd m jan ovat mielivaltaisia kokonaisluku-
ja, ovat tihedssa reaalilukujen joukossa. Toisin sanoen
jokaisella reaalilukuvalilla, kuinka lyhyelld tahansa, on
muotoa m + na olevia lukuja.

Lause 2. Oletetaan, etta f on kaikkialla jatkuva ja
f(1) = c. Silloin implikaatio (14) = (2) on voimassa.

Todistus. Olkoon S = {2™3" | m ja n ovat kokonais-
lukuja}. Ehdosta (14) seuraa induktiolla, ettd jos x
kuuluu joukkoon S eli z = 23", niin f(z) = cx. Viite
seuraa tastd, jos voimme nayttda, ettd S on tihed posi-
tiivisten reaalilukujen joukossa. Jos nimittain jatkuvat
funktiot f ja cx yhtyvét f:n mééarittelyjoukon tiheds-
sé osajoukossa, niin ne yhtyvat koko maéarittelyjoukos-
sa. Mutta joukko S on tihed positiivisten reaalilukujen
joukossa jos ja vain jos sen logaritmijoukko

T=InS={mln2+nln3 | mjan ovat
kokonaislukuja}

on tihed kaikkien reaalilukujen joukossa. Jakamalla jou-
kon T alkiot luvulla In 2 saadaan joukko

— T —
" In2

In3 .
{m—i—n— ‘ m ja n ovat
In2

kokonaislukuja } .

Mutta Dirichlet’'n lemman perusteella U on tihea re-

aalilukujen joukossa, silla luku E—‘;’ on irrationaalinen.

Té&lloin myos T' on tihed, joten viite on todistettu. [

Didaktinen huomautus 2. Jos lahdetdan siita, et-
t&4 muuttujien x ja y riippuvuus on jatkuvaa (mutta ei
valttamatta derivoituvaa), niin muuttujien verrannol-
lisuusehto voidaan lauseen 2 nojalla pelkistda muotoon
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(C) muuttujan z arvon kaksinkertaistuessa tai kol-
minkertaistuessa myos muuttujan y arvo kaksin-
kertaistuu tai kolminkertaistuu.

On helppo niahda, etté lauseen 2 ehdossa (1+) tekijat 2
ja 3 korvata milld tahansa positiivisilla luvuilla p ja q,
joilla osamaéara E—Z on irrationaalinen. Nain on, jos lu-
vuilla p ja g ei ole yhtdan yhteista potenssia ts. p™ # ¢"
kaikilla kokonaisluvuilla m,n, minké lukija voi harjoi-
tustehtavana todentaa. On siis voimassa yleinen tulos

Lause 3. Oletetaan, ettd f on kaikkialla jatkuva ja
f(1) = c. Oletetaan lisdksi, ettd

f(pz) = pf(x) ja f(qu) = ¢f (2) kaikilla 2 > 0,

missd p ja q ovat positiivisia lukuja, joilla p™ # q"™ kai-
killa kokonaisluvuilla m,n. Silloin on f(x) = cx kaikilla
x> 0.
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