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Taydellisista luvuista

Markku Halmetoja
Mantén lukio

Téydelliseksi luvuksi (perfect number) kutsutaan posi-
tiivista kokonaislukua, joka on itsedéan pienempien po-
sitiivisten tekijoidensd summa. Esimerkiksi luku 6 on
taydellinen, silld 6 = 1+ 2+ 3. Samoin luku 28 on tay-
dellinen, silla sen itsedan pienemmat positiiviset tekijat
ovat 1, 2,4, 7ja 14 ja 14+244+ 7+ 14 = 28. Téydelli-
set luvut ovat kiinnostaneet matemaatikoita jo tuhan-
sien vuosien ajan ja niihin liittyy erditd matematiikan
vanhimpia ratkaisemattomia ongelmia.

Eukleides lienee ensimmainen taydellista luvuista tu-
loksia julkaissut matemaatikko. Hanen Elementansa on
parhaiten tunnettu geometrian aksiomaattisesta esi-
tyksestd, mutta se sisdltdd myos merkittavia lukuteo-
rian tuloksia. Niistd tunnetuin on kaikkien aikojen kau-
neimmaksi matemaattiseksi todistukseksi mainittu to-
distus sille, ettd alkulukuja on déreton méaard. Euklei-
des todisti my0s, etta kaikki muotoa

a=2""12m —1)

olevat parilliset luvut, missa 2™ — 1 on alkuluku, ovat
taydellisia. Vasta 1700-luvulla Euler onnistui todista-
maan, ettd muita parillisia taydellisia lukuja ei ole ole-
massa. Kaymme lapi Eukleideen ja Eulerin todistukset
esiteltyamme aluksi erditd apukésitteita.

Aritmetiikan peruslauseen mukaan luvun a € Z, alku-
tekijahajotelma

k
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missa a:n alkutekijat pi1,ps, ..., pn, ovat suuruusjarjes-
tyksessa, on yksikasitteisesti maarétty. Jos a on alku-
luku, niin a tulkitaan yksitekijaiseksi tuloksi. Luvun
a kaikkien positiivisten tekijéiden (a mukaan lukien)
summa on

ola) = +pi') - (1+p2 + p3+

(14 pn 4+ P2 + ... +pkn),

(L+p1+pi+...
PRy

mikd geometrisen summan kaavan perusteella sievenee
muotoon
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Dy —1 Py —1 prrTt —1
o(a .
(a)= p1—1 p2 —1 pn — 1

Alkuluvulle p on o(p) = 1 + p ja jos syt(a,b) = 1, niin
o(ab) = o(a)o(b).

Voimme nyt muotoilla taydellisyysehdon tasmallises-
ti ja todistaa Eukleideen ja Eulerin keksimét parillisia
taydellisid lukuja koskevat tulokset.

Maaritelma: Luku a € Z4 on tdydellinen, jos
sen kaikkien positiivisten tekijoiden summa on 2a eli
o(a) = 2a.

Eukleides: Jos m > 2 ja 2" — 1 on alkuluku, niin
a=2m"1(2™ — 1) on tiydellinen luku.

Todistus. Laskemme luvun a = 2m~1(2m
positiivisten tekijéiden summan.
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Koska syt(2™~1, 2™ —1) = 1 ja 2™ — 1 on alkuluku, on

o(a) :U(2m71(2m —
Comg
o o2-1

D) =oc(2" o(2™ - 1)

(1427 —1)=27(2" - 1) = 2a,

joten a on taydellinen.

Euler: Jos a € Z, on parillinen ja tdydellinen luku,
niin a = 2™~Y(2™ — 1), missi m > 2 ja 2™ — 1 on
alkuluku.

Todistus. Koska a on parillinen, voimme kirjoittaa sen
muotoon a = 2™ 'k, missi m > 2 ja k on pariton.
Tallsin syt(2m 1 k) =1 ja

o(a) =oc(2" k) = (2" ") o(k)

2m—1
21

o(k) = (2™ = 1)o(k).
Toisaalta, koska a on téydellinen, on

ola) =2a=2-2""1k =2"k .
Niin saadaan yhtalo

2™ —1)o(k) =2™k.

Koska syt(2™,2™ — 1) = 1, on aritmetiikan perus-
lauseen mukaan k:n ja o(k):m oltava (2™ —1):n ja 2™:mn
samoja monikertoja eli on olemassa luku ¢ € Z siten,
etta

k=c-(2"—-1)jaoc(k)=c-2™.

Luvun k tekijéiden c ja c¢- (2™ — 1) summa on ¢ 2™ =
o(k), joten k:lla ei voi olla muita tekijoita. Koska k:lla
kuitenkin on tekijat 1 ja 2™ — 1, ei ole muuta mahdol-
lisuutta kuin ¢ = 1 ja k = 2™ — 1 on alkuluku. Taten
a=2m"1(2™ — 1) ja viite on todistettu.

Yhdistamme Eukleideen ja FEulerin tulokset lauseeksi:

Lause: Parillinen luku a on taydellinen jos ja vain jos
a=2m"1(2™ —1), missd m > 2 ja 2™ — 1 on alkuluku.

Lause ratkaisee parillisten taydellisten lukujen ongel-
man lahes taydellisesti. Vain niiden lukumaéara jéa ar-
voitukseksi. Parillisia, taydellisia lukuja on yhta paljon
kuin muotoa 2™ — 1 olevia alkulukuja eli Mersennen al-
kulukuja. Niita otaksutaan olevan aarettoman monta,
mutta otaksumaa ei toistaiseksi ole onnistuttu todista-
maan.

Parittomista taydellisista luvuista tiedetaén vahem-
méan. Yhtaén sellaista ei tunneta, eikd myoskéan osata
todistaa, etta niita ei olisi. Tiedetddn kuitenkin, etta lu-
kua 1030 pienempié parittomia tiydellisid lukuja ei ole
olemassa. Parittomien taydellisten lukujen olemassaolo
lienee matematiikan vanhin ratkaisematon ongelma.

Maaérittelemme viela Eulerin funktion ¢, koska taydel-
liset luvut voidaan tavallaan karakterisoida sen avulla.

Maaritelma: Jos m on positiivinen kokonaisluku, niin
¢(m) on niiden lukua m pienempien positiivisten koko-
naislukujen lukumadara, joiden suurin yhteinen tekija
luvun m kanssa on 1. Erikseen sovitaan, ettd ¢(1) = 1.

Esimerkiksi ¢(12) = 4. Eulerin funktiolla on seuraavia
ominaisuuksia, joiden todistamisen jatdmme harjoitus-
tehtavaksi:

e Jos p on alkuluku, niin ¢(p) =p — 1.

e Jos p on alkuluku ja m € Z,, niin ¢(p™) =
pm _ pm—l.

Jos p ja g ovat alkulukuja, niin ¢(pq) = (p—1)(¢—

1).
Jos syt(a,b) = 1, niin ¢(adb) = ¢(a)p(b).

Jos luvun a € Z, alkutekijahajotelma on a =
. p’fb", niin

dl@)=a(l— D)1- 1) a-1.

P b2 Pn

My6s taydellisten lukujen ja Eulerin funktion vélisen
yvhteyden todistamisen jatdmme harjoitustehtavaksi:

Lause: Luku a € Z,, jonka alkutekijdhajotelma on
a= p]flp§2 ...pkn . on tdydellinen jos ja vain jos

1
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Harjoitustehtavia:

1. Maarita nelja pieninta taydellista lukua.

2. Osoita, etté taydellisen luvun kaikkien positiivis-
ten tekijoiden kaanteislukujen summa on 2.

3. Olkoon p alkuluku ja m € Z. Osoita, ettd p™ ei
ole taydellinen luku.

4. Osoita, ettd jos pariton taydellinen luku on ole-
massa, niin silla on vahintdan kolme eri alkuteki-
jaa.

5. Olkoot pi1,pa,...,p, keskendén erisuuria, parit-
tomia alkulukuja. Osoita, ettd a = py -pa-... Py
ei ole taydellinen luku.

6. Todista tekstissid esitetyt Eulerin funktion omi-
naisuudet seké lause, jossa todetaan taydellisten
lukujen ja Eulerin funktion vélinen yhteys. Osoi-
ta erityisesti, ettd parilliset taydelliset luvut to-
teuttavat mainitussa lauseessa annetun yhtalon.

Kiitan professori Jorma Merikoskea ja dosentti Pek-
ka Alestaloa kirjoitustani koskeneista arvokkaista huo-
mautuksista.
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