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Sisarusongelma — paradoksi ehdollisesta

todennakoisyydesta

Saara Lehto ja Tommi Sottinen
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Todennakéisyyslaskenta on taynné erilaisia paradok-
seilta tuntuvia ongelmia. Monet niista liittyvat ehdolli-
seen todennakoisyyteen. Paradoksi syntyy, jos kysymys
tai annetut tiedot ymmaérretaan vaarin. Tutkimme tés-
sd yhta téllaista ongelmaa.

Sisarusongelma: Aidilld on kaksi lasta, joista toi-
nen on tytto. Mika on todennékoisyys, ettd toinen on
poika?

Oletamme, etta tytot ja pojat syntyvét toisistaan riip-
pumatta samalla todennékoisyydelld 1/2.

Vaira vastaus: 1/2.

Virheellinen ratkaisu perustuu seuraavaan paéttelyyn.
Aidilla on tyttd. Seuraava lapsi on joko poika tai tytto.
Todennékdisyys, ettid se on poika on 1/2.

On totta, ettd pojan syntymétodennédkdisyys on 1/2,
mutta kysytadnko ongelmassa tata?

Oikea vastaus: 2/3.

Mietitaan tilannetta huolellisemmin. Perheessé on kak-
si lasta. Jos aiti luettelee lapset ikdjarjestyksessd, mah-
dollisuuksia ovat:

1. tytto-tytto,

2. tytto—poika,
3. poika-tytto,

4. poika—poika.

Periaatteessa kaikki ndméa vaihtoehdot ovat yhtéd to-
dennékoisia. Koska tieddmme, ettd perhesséd on tytto,
on vaihtoehto 4 kuitenkin mahdoton. Vaihtoehdot 1-
3 ovat sen sijaan edelleen yhtd todennakoisid. Naista
vaihtoehdoista kahdessa on poika. Siten todennékoi-
syys, ettd perheessd on poika on 2/3.

Ongelman systemaattinen mallinnus

Miten sitten todennékéisyyslaskennan ongelmia tuli-
si ratkoa? Tassa esitetyt ratkaisut lienevéat molemmat
ensi silmayksella uskottavia. Ne ovat kuitenkin vain ta-
hén erikoistapaukseen sopivia. Esitdmmekin seuraavas-
sa systemaattisemman tavan oikean ratkaisun 16ytami-
seen.

Unohdetaan aluksi varsinaisen kysymyksen pohtiminen
ja tarkastellaan rauhassa tehtdvén tilannetta.
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(a) Aidilli on kaksi lasta. Mahdollisia tapahtumia
ovat siis jarjestetyt parit TT, TP, PT ja PP, missa
T = tytto ja P = poika.

(b) Toinen lapsista on tytt6. Mahdollisia pareja ovat
siis TT, TP ja PT. Sanotaan, ettd tapahtuma

TT tai TP tai PT = eiPP

on sattunut.

(c) Kysytty tapahtuma ”toinen lapsista on poika” on
puolestaan

TP tai PT tai PP = e TT.

(d) Koska tytot ja pojat syntyvét toisistaan riippu-
mattomasti samalla todennékoisyydella 1/2, on
jokaisen jarjestetyn tytto/poika-parin todenné-
koisyys sama 1/4.

Ongelmassa kysytddn, mikd on todennikoéisyys, ettd
toinen lapsista on poika, kun tiedetaan, etta toinen lap-
sista on tytto. Eli mikéd on todennékoisyys, etta tapah-
tuma ” TP tai PT tai PP” sattuu ehdolla, etta tapahtu-
ma "TT tai TP tai PT” on sattunut. Kyseessa on siis
ehdollinen todennékdisyys ja se merkitadn

P(TP tai PT tai PP|TT tai TP tai PT)
=P(eiTT| eiPP).
Téssa siis P tarkoittaa todenndkoisyyttd ja merkin |
voi lukea ”ehdolla”.

Nyt tehtdava on oikein muotoiltu. Jéljella on en&a
vastauksen laskeminen. Ehdollisen todennakoisyyden
maaritelman nojalla

P((eiTT) ja (¢iPP))

P(eiTT|eiPP) =

P eiPP)

Alakerta on helppo laskea. Nimitt&in
P(eiPP) = 1—P(PP)

Sl —
I

Ylakerran laskemiseksi huomaamme, etta

(eiTT) ja (eiPP) = TP tai PT.
Siispé

P((ei TT) ja (eiPP)) - P(TP tai PT)
= P(TP)+P(PT)
_ 1.1
44
_ 1
=

Olemme siis saaneet vastauksen

P(eiTT| eiPP) % = ;

Ratkaisussa olennaista oli oivaltaa, ettd tehtdvanannon
”toinen lapsista” voi olla yhta hyvin lapsista nuorempi
kuin vanhempikin. Vaéra vastaus ei ottanut tatd huo-
mioon vaan vastasi eri kysymykseen

P(2. lapsi on poika| 1. lapsi on tyttd)
= P(TP tai PP|TP tai TT).
Lopuksi jatamme lukijalle ratkaistavaksi seuraavan kol-
men lapsen sisarusongelman.

Ongelma: Aidilld on 3 lasta, joista yksi on tyttd. Miké
on todennékoisyys, etta aidilla on poika?

Oikea vastaus on 6/7. Virheajattelulla saataisiin tulos
3/4. Lisda todennakoisyyslaskentaankin liittyvid para-
dokseja 16ytyy esimerkiksi netista osoitteista

e homel.gte.net/deleyd/random/
probprdx.html

e mathforum.org/dr.math/faq/
faq.classic.problems.html

e www.math.hmc.edu/funfacts/

® www.cut-the-knot.org/
probability.shtml



