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Pelataan niukkaa

Tuomas Korppi

Esinaytos
Henkil6t: V ja 3, pelureita.

J: Pelataan niukkaa, sano joku luku.
V: Viisi!

J: Kuusi! Voitin niukasti.

J: Pelataan uudestaan. Sano joku luku.
V: Miljoona!

J: Miljoona yksi! Voitin niukasti.

J: Pelataan vield kerran. Sano joku luku.
V: Miljardi!
J: Miljardi yksi! Voitin niukasti.

Niukka on ala-asteiden pihoilla pelattu kahden hengen
peli, jossa suuremman luvun sanonut voittaa. Kuten
lukija pystyikin jo pdétteleméidn, pelaajalla, joka sa-
noo luvun viimeisend, on menetelmi, jolla hin voittaa
pelin varmasti. Jos ensimméinen pelaaja sanoo luvun
a, sanoo jalkimmainen pelaaja luvun a + 1. Tallais-
ta varmaan voittoon johtavaa menetelmdi kutsutaan
voittostrategiaksi.

Useita matemaattisia ilmi6itd voidaan mieltdd pelien
avulla. Esimerkiksi se, ettd jalkimmaéiselld pelaajalla on
voittostrategia niukka-pelissé, heijastelee sita tosiasiaa,
ettd jokaista lukua kohti on olemassa toinen, suurempi
luku.

V: dpystyy sanomaan suurempia lukuja kuin
mind. En taida en#dd pelata niukkaa.

J: On olemassa muitakin pelejd. Joissain
niistd voittaa sanomalla pienié lukuja.

V: Miné taidankin olla hyva sanomaan pie-
nid lukuja. Pelataan jotain sellaista.

3: [Hykertelee itsekseen: Nyt se h6lmo me-
ni lankaan. Voitan niukan, koska jokais-
ta lukua kohti on olemassa toinen, suu-
rempi luku. Mutta aivan vastaavasti jo-
kaista positiivista lukua kohti on olemas-
sa toinen, pienempi positiivinen luku. Itse
asiassa minkd tahansa kahden keskendin
erisuuren reaaliluvun vilissi on reaalilu-
kuja.]

Vilipelissd V sanoo ensin reaaliluvut x ja y, joille z < y.
Sitten 3 sanoo reaaliluvun z. Pelaaja 3 voittaa vilipe-
lin, jos « < z < y. Muutoin V voittaa.

J: Pelataan vilipelid, sano luvut « ja y, joille
T <y.

Ve 1 ja 2!

3: 1,07! Koska 1 < 1,07 < 2, mind voitin.



Solmu

1/2005

3114 on véilipelissd voittostrategia: Jos V sanoo luvut
z ja y, r < y (koska luonnehdimme systeemid, jolla 3
voittaa, tekipd V mitd tahansa, emme voi tissd olet-
taa luvuilta = ja y muuta, kuin sdantéjen vaatimuksen
x < y), voi 3 sanoa z:na lukujen z ja y keskiarvon
x/2+y/2, joka on z:n ja y:n vilissd. Tarkemmin tAmé
voidaan perustella seuraavasti: Koska x/2 < y/2, pitee

r=z/24+x/2<z/2+y/2<y/24+y/2=y,

joten I:n voittostrategia todella toimii.

d: Pelataan uudestaan.
V: 1ja 1,07!
3: 1,035! Voitin.

d: Pelataan uudestaan.
V: 1ja 1,035!
3: 1,0175! Voitin.

Vilipeli heijastelee sité tosiasiaa, ettd kahden erisuu-
ren reaaliluvun vilissd on aina reaalilukuja. Vilipelin
avulla voidaan osoittaa, ettd ei ole olemassa pieninti
positiivista reaalilukua.

V: Luku on positiivinen, jos se on suurempi
kuin nolla.

3: Nolla ei ole positiivinen luku.
V: Kylldpi sitéd ollaan negatiivisella pailla.

3: Nolla ei ole myoskiin negatiivinen. Nolla
on nolla.

Jos V viittdd, ettd y on pienin positiivinen reaaliluku,
voi 3 haastaa V:n vilipeliin. V uskoo, ettd lukujen 0 ja
y valissd ei ole reaalilukuja, ja niinp4 hin sanoo luvut
0 ja y. Nyt 3 kumoaa V:n uskomuksen sanomalla luvun
y/2, joka on positiivinen, y:td pienempi reaaliluku.

V: 0,000001 on kyllad kaikkein pienin positii-
vinen reaaliluku.

Katsotaanpa, pelataan vilipelid.
OK. 0 ja 0,000001!
0,0000005! Voitin.

My6nnetdsan, 0,000001 ei olekaan pienin
positiivinen reaaliluku.

LWL

J: Pelataan viel.

V: Pidetaén hiukan taukoa, ettd Tuomaskin
saa suunvuoron ja padsee esittelemién ti-
méin tekstin.

J: Lupaa, ettd pelaat minun kanssa myo-
hemmin.

V: Mind lupaan.

Muutos on jatkuvaa, jos muutosta tapahtuu sitd vi-
hemman, mitd vihemmin aikaa kuluu. Téssi kir-
joitelmassa tutkimme peleji, joiden avulla edellinen
luonnehdinta “sitd vihemman, mitd vahemman aikaa
kuluu” voidaan ilmaista matemaattisen tasmallisesti.
Aloitamme luvulla, jossa pohditaan jatkuvuutta ylei-
selld tasolla. Sen jalkeen esittelemme jatkuvuuspelin ja
padstamme lukijan etsim&in sen voittostrategioita.

V: Kuulostaapa vaikealta. Osaakohan lukija
etsid voittostrategoita?

J: Katso nyt seuraavia lukuja. Niissdhédn on
kaikenlaisia johdattelevia tehtévid.

V: Niinpd. Tehtdviin paneutuminen saa ih-
meitd aikaan.

Lopuksi tutkimme jatkuvuuden ja jatkuvuuspelin vi-
listd yhteytté sekd jatkuvuuspelin muunnelmia.

Jatkuvuus

Siirryt polkupyoralla pisteestd a pisteeseen b. Nopeu-
tesi on 36 kilometris tunnissa. Jos tutkit matkalla-
si minuutin mittaista ajanjaksoa, huomaat kulkenee-
si 60s-36km/h = 600m. Jos tutkit sekuntin mittais-
ta ajanjaksoa, huomaat kulkeneesi 10 metrid. Sekuntin
sadasosassa olet kulkenut 10 senttid, ja sekuntin mil-
joonasosassa vain 0,001 senttimetrii.

Kun tutkit yha lyhyempid ajanjaksoja, huomaat kulke-
neesi yhd vihemmaén. Téllaista liikettd kutsutaan jat-
kuvaksi!.

J: Hoh, onko ihmek&din, ettd tyyppi liik-
kuu polkupy6ralld vain 0,001 senttimet-
rid. Autolla p#dsisi paljon lujempaa.

V: Hyss! Jos alamme puhumaan autoista tis-
sd tekstissd, karkoitamme ympéristotie-
toiset lukijat.

Jos ajaisimme autolla, vauhtimme olisi kenties 120 kilo-
metrid tunnissa. Minuutissa liikkuisimme 2 kilometrid
ja sekuntissa 33, 33 metrid. Vaikka lukuarvot ovat hiu-
kan suurempia kuin pydriillessd, sama ilmid toistuu:
Kun tutkimme yha lyhyempis ajanjaksoja, huomaam-
me kulkeneemme yha lyhyempid matkoja. Myds auton
liike on jatkuvaa.

1Korkeampaa fysiikkaa tunteville lukijoille huomautan, ettd timin luvun esimerkeissi liikutaan klassisen newtonilaisen fysiikan
maailmassa, joka ei ole kvantittunut, ja jossa valonnopeus ei ole universaali nopeuksien yldraja. Tarkoitukseni on valaista matemaat-

tisia ideoita, ei kuvailla todellisuutta.
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V: 120 kilometrid tunnissa on aika nopeaa.
Kylld auto ajaa kaikkina aikavéleind vi-
hintdin yhden senttimetrin.

J: Ei. Jos tutkimme aikavilid, jonka pituus
on 0, 0002 sekuntia, auto ajaa tuona aika-
na

0,0002s-120km/h = 0, 0002 s-33% m/s < 0,01 m.

V: No kylld se ainakin ajaa kaikkina aikavé-
leind véhintddn yhden millimetrin.

J: Eiki. Jos tutkimme aikavilid, jonka pi-

tuus on 0,00002 sekuntia, auto ajaa tuo-
na aikana alle yhden millimetrin.

V: No kylld se nyt ainakin ajaa kaikkina ai-
kavileind vdhintddn 0, 1 millimetrid
J: Eikd. Jos tutkimme aikavilid, jonka pi-

tuus on 0,000002 sekuntia, auto ajaa tuo-
na aikana alle 0, 1 millimetria.

Tehtava 1.

Etsi yleinen menetelmi, jolla 3 voittaa yllakuvatun
vaittelyn.

e Ensin V sanoo pituuden ¢, joka on suurempi kuin
0.

e Miki nollaa suurempi aikavili ¢ vdittelijan 3 pi-
td4 sen jalkeen sanoa, ettd pitisi seuraavaa:

Jos auto kulkee 120 kilometrid tunnis-
sa, se kulkee ajassa t vihemmén kuin
pituuden Z.

Ei tee eroa, vaikka emme kulkisikaan vakionopeudella.
Voimme hidastaa ylamé&essa,

3J: Ja kiihdyttdd alamiessé!

mutta yhd huomaamme kulkeneemme yhi lyhyempié
matkoja, kun tarkastelemme yh lyhyempis ajanjakso-
ja. Myos vaihtelevalla nopeudella liikkuminen on jat-
kuvaa.

Kaikki kuviteltavissa oleva liikkuminen ei ole jatkuvaa.
Kun Mr. Spock astelee siirtimeen (siirrin tunnetaan
my6s nimelld teleport?) Star Trek -televisiosarjassa, héi-
nen litkkeensd on jatkuvaa. Siirrin siirtdi Spockin sil-
minripdyksessi vieraalle planeetalle. Talloin Spockin
liikkkeessd on epéjatkuvuuskohta. Vaikka tarkastelisim-
me kuinka pienté teleport-operaation sisaltdvaid ajan-
jaksoa tahansa, havaitsisimme Spockin siirtyneen tuo-
na ajanjaksona tuhansia kilometreja.

Oletetaan, ettd kuljemme yksiulotteisesti. T&lloin si-

jaintimme voidaan ilmaista yhdelld koordinaatilla.

Merkitdan symbolilla f(¢) kulkijamme paikkaa yksiu-
lotteisessa koordinaatistossa ajanhetkelld ¢. Oletetaan
ettd olemme matkamme alussa origossa, ja ettd mat-
kamme alkuhetki on hetki 0.

3: Nyt Tuomas olettaa, ettéd lukija on Aata-
mi tai Eeva.

V: Ei, haluttu ajanhetki voidaan sopia nol-
lahetkeksi. Jos mittaamme aikaa esimer-
kiksi tunteina, on hetki 1 se hetki, jona
on kulunut yksi tunti sovitusta nollahet-
kestd, ja niin edelleen.

3: Minusta olisi paljon coolimpaa sopia al-
kuhetkeksi —1.

V: Kyll4 kai niinkin voisi tehd4, jos vaan ha-
luaisi.

Jos nopeutemme on koko ajan 36 kilometrid tunnissa,
voidaan f madrittda helposti kaavalla

f(t) =36km/h 1.

Tasaisella nopeudella liikkuminenkin on helppoa m&a-
ritelld: Liike on liikett& tasaisella nopeudella, jos on ole-
massa nopeus v, jolle

£(t) = vt kaikilla t.

Tasaisella kiihtyvyydella liikkuminenkin voidaan mé&a-
ritelld. Liike on liiketta tasaisella kiihtyvyydella, jos on
olemassa nopeus v ja kiihtyvyys a, joille

1
f@):ut+§aﬁ1mmHMt.

J: Mité tasaisella kiihtyvyydelld liikkkuminen
tarkoittaa?

V: Se tarkoittaa sitd, ettd nopeus kasvaa va-
kiotahtia.

3: Ai vdhdn samaan tapaan, kuin paikan
koordinaatti kasvaa vakiotahtia tasaisel-
la nopeudella liikuttaessa?

V: Juuri niin.

Jatkuvaa liikettd on paljon muutakin kuin tasaisella
nopeudella ja tasaisella kiihtyvyydelld tapahtuva liike.
Jos hidastat polkemisnopeuttasi aina valilld ihaillaksesi
maisemia, on liikeesi jatkuvaa, mutta sinun vaikeampi
l6ytaa kaavaa kuvaamaan paikkaasi ajan funktiona.

3: Jos vain ihailee maisemia, ei siind paljoa
kaavoja muodosteta.

V: Mind kylld luulen Tuomaksen tarkoitta-
neen, ettd tdssd tapauksessa liikefunktio
on sen verran monimutkainen, ettd sille
on vaikea 16ytdd kaavaa.

2Teleport on kuvitteellinen laite, joka siirtds henkilon paikasta toiseen ilman, ettd siirrossa kuluu aikaa
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Tai ajattele kirpdsen hyorindi katossa. Senkin liike on
jatkuvaa, mutta sen liikettd kuvaava kaava olisi hyvin
monimutkainen.

Kuinka sitten voisi kehittdd matemaattisen teorian,
jonka avulla voimme tehdd eron jatkuvan muutoksen
(polkupyoraily, kirpasen lento) ja ei-jatkuvan muutok-
sen (Spockin teleporttaus) vilille? Kysymys ei ole kovin
helppo, ja matemaatikot ryhtyivat ratkomaan sita jos-
kus 1600-luvulla. Tyydyttéava teoria saatiin kehitettya
vasta pari sataa vuotta myShemmin.

J: Ja vield téndkin pdivind yliopisto-
opettajat repiviat hiuksia p#ddstddn yrit-
tiessdén opettaa sitd uusille opiskelijoille.

Jatkuvaa ja epdjatkuvaa muutosta voi tapahtua muual-
lakin kuin pelkistdédn liikuttaessa. Jos esimerkiksi dm-
périin valuu vettd putkesta, voidaan prosessia ajatella
jatkuvana funktiona f, jossa ldhtojoukon pisteet ovat
ajanhetkid ja funktion arvot ovat vesimaarid &mparissi
kullakin ajanhetkella.

V: Minkdhénlaista olisi sitten epéjatkuva ve-
den miarén muutos?

J: Jos vaikka ilked demoni loitsisi &mpérin
tyhjaksi.

V: Tai hyva haltia voisi taikoa puoli litraa li-
sdd vettd silménrdpiyksessa.

Matemaattista teoriaa muodostettaessa kannattaa ab-
strahoida pois se, millaisia suureita tutkimme. Paikkaa
1-ulotteisessa koordinaatistossa ja veden madrid dmpa-
rissé voidaan kumpiakin kuvata reaaliluvulla. Niin ol-
len oletamme, ettd f:n arvot ovat reaalilukuja, ja unoh-
damme sen, ettd kidytdnnon tilanteissa ne voivat olla
paikkoja l-ulotteisessa maailmankaikkeudessa tai ve-
den miirid dmpérissd. Samalla tavalla abstrahoimme
pois myds sen, ettd funktion f 1dhtojoukon pisteet ovat
ajanhetkia, ja oletamme niidenkin olevan vain reaalilu-
kuja.

J: Onkohan téstd viimeisestd askeleesta hyd-
tyd? Voisikohan olla tilanne, jossa kahden
seikan vililld on jatkuva riippuvuussuhde
ilman, ettd toinen seikoista on aika?

V: Kai sellaisenkin tilanteen voisi 16ytad, jos
olisi tarpeeksi mielikuvitusta. Taidamme
jattda kysymyksen lukijalle harjoitusteh-
tavéksi.

Niin olemme saaneet muutettua kysymyksen

Kuinka jatkuvuus méaaritellidn matemaat-
tisesti?

hiukan yksinkertaisempaan muotoon

Kuinka funktion f: R — R jatkuvuus maa-
ritelldan matemaattisesti?

3: Nyt Tuomas kylld huijaa pikkaisen. Kar-
pdsen lento ei ole yksiulotteista, vaan
kirpdsen paikka pitdd ilmaista kolmella
koordinaatilla.

V: Téllaisessa tapauksessa kirpésen paikka-
funktioita on kolme, X: R - R, Y: R —
R ja Z: R — R, joista ensimmdéinen an-
taa paikan z-, toinen y- ja kolmas z-
koordinaatin. Jotta kirpisen lento olisi
jatkuvaa, tdytyy kaikkein kolmen funk-
tion olla jatkuvia.

J: Osaisimme siis ratkaista tdménkin kysy-
myksen, jos tietdsimme, milloin f: R —
R on jatkuva.

V: Hmm...Itse asiassa Tuomas huijaa hiu-
kan toisellakin tavalla.

J: Kuinka niin?

V: Tuomas olettaa, ettd f on médritelty kai-
killa reaalilukuarvoilla.

3: Se vastaisi jatkuvan liikkeen tapaukses-
sa tilannetta, jossa liikkuja on aloittanut
matkansa hamaassa menneisyydessi, eikd
lopeta matkaansa koskaan.

V: Jos liikkuja aloittaa matkansa hetkelld 0
ja lopettaa matkansa hetkelld 1, voimme
kuvitella, ettd hén seisoo kaikilla negatii-
visilla ajanhetkilld pisteessi, jossa hin oli
hetkelld 0, ja ettd hdn on ykkostd suurem-
milla ajanhetkills paikassa, jossa hén on
hetkelld 1.

J: Tuo on tietty fiktiota, mutta sen avulla
saamme jatkuvan liikkeen ahdettua Tuo-
maksen matemaattiseen viitekehykseen.

Palataan pohtimaan Spockin teleporttausta. Hetkelld,
jolla Spock teleporttaa, on Spockin liikkeessd epéjat-
kuvuuskohta. Jotta saisimme kysymidmme kysymyk-
sen vieldkin hiukan yksinkertaisemmaksi, unohdam-
me funktion f jatkuvuuden joksikin aikaa. Valitsemme
ajanhetken {( ja kysymme:

Kuinka méaaritelldin matemaattisesti, et-
td Spockin litkkeessé on epéjatkuvuuskohta
hetkelld ¢4?

Kun abstrahoimme pois fysikaalisen painolastin kysy-
myksestd, se muuttuu seuraavaan helpommin kisitel-
tdvadn muotoon. Olkoon z( piste reaaliakselilla.

Kuinka miaritellain matemaattisesti, ettd
funktiolla f: R — R on epdjatkuvuuskohta
pisteessa x(?

Sanomme, ettd funktio f: R — R on jatkuva pistees-
sd xq, jos f:11a ei ole epajatkuvuuskohtaa pisteessd x.
Niin olleen mielenkiinnon kohteenamme oleva kysymys
muuttuu muotoon
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Kuinka méiritelldin matemaattisesti, etté
funktio f: R — R on jatkuva pisteessi zy?

Jos saamme tdman kysymyksen ratkaistua, voidaan
yleinen ongelma jatkuvuudesta ratkaista.

J: Joo! Funktio on jatkuva, jos silld ei ole
epédjatkuvuuskohtaa missédin.

V: Tai sama toisella tavoin ilmaistuna: Funk-
tio on jatkuva, jos se on jatkuva ldhtGjou-
kon jokaisessa pisteessi.

3: Ja koko ongelma on ratkaistu! Voidaan
taas jatkaa pelaamista.

V: Alipd vield innostu. Emme nimittdin vie-
14 tied4, kuinka jatkuvuus jossain pistees-
sd madritelldén.

J: Ai niin. Emme tiedd, kuinka epé&jat-
kuvuuskohta mé&iritelld&n, joten emme
myo6skiddn tiedd, kuinka jatkuvuus jossain
pisteessd madritellddn.

Yksinkertaistetaan vield tilannetta hiukan. Oletetaan,
ettd tutkitaan funktion f jatkuvuutta pisteessd 0, ja
oletetaan, ettd f(0) = 0.

3: Mindh&n sanoin, ettd olisi coolia valita
matkan alkamishetkeksi —1.

V: Mité tekemista silld on tdméan kanssa?

J: Koska Tuomas tutkii jatkuvuutta pistees-
sd 0, hénen olettaa, ettd liikkkumisproses-
si on ollut kiynnissd jo negatiivisillakin
ajanhetkilla.

Kysytdin

Olkoon f: R — R funktio, jolle f(0) = 0.
Milloin funktio f on jatkuva pisteessd 07

Tahén kysymykseen vastaa jatkuvuuspeli.

J: Ja yleiseen kysymykseen jatkuvuudesta
pisteessd xo vastaa peli, jonka sddnndot
ovat seuraavat: Ensin V valitsee arv. ..

V: Hyss! Siti ei saa paljastaa vield. Tuomas
on jattényt kyseisen pelin muotoilemisen
lukijalle tehtavaksi 11.

J: Hyvid on. Keskitytdin sitten vield kysy-
mykseen, milloin funktio f, jolle f(0) =0,
on jatkuva pisteessd 0.

Jatkuvuuspeli

Alla tutkimme jatkuvuuspelid®, jossa voittostrategian
olemassaolo heijastelee funktion jatkuvuutta ja epéjat-
kuvuutta pisteessd 0. Olkoon f: R — R funktio, jolle
f(0) = 0. Funktio f on jatkuva pisteessé 0, jos f:n arvot
ovat ldhelld nollaa, kun funktion arvoja tarkastellaan
1dht6joukon pisteissd, jotka ovat 1dhelld nollaa. Edel-
linen luonnehdinta jatkuvuudelle pisteessd 0 on epi-
midrdinen johtuen epdmairiisestd sanasta “1ahelld”, ja
tulemme saamaan pelin avulla tdsmaéllisemman luon-
nehdinnan.

Aloitamme kuitenkin pelkésté jatkuvuuspelisté, ja pa-
laamme ominaisuuteen ”f on jatkuva pisteessid 07 lu-
vussa 5.

Maadritelmd 1. Olkoon f: R — R funktio, jolle
f(0) = 0. Funktion f jatkuvuuspelin sd&nnét ovat seu-
raavat:

e Ensin V sanoo jonkun positiivisen reaaliluvun, jo-
ta merkitddn symbolilla e.

V: e lausutaan ’epsilon’.

e Seuraavaksi 3 sanoo jonkun positiivisen reaalilu-
vun, jota merkitdin symbolilla §.

J: 6 lausutaan ’delta’.

e Sitten V sanoo reaaliluvun, jota merkitddn sym-
bolilla z, ja joka toteuttaa ehdon |z| < 9.

V: z lausutaan ’aks’.
J: Kylla lukija sen tietdd, polho.

Nyt 3 voittaa pelin, jos |f(x)| < e. Muutoin V voittaa
pelin.

V: Lukija, 314 sdikdhd&, vaikka et vield ym-
martdisikddn jatkuvuuspelin ja jatkuvuu-
den vilistd yhteytta.

3: Pelien pelaaminen on hauskaa, vaikka pe-
leilld ei olisikaan yhteyttd mihinkdin suu-
rempaan.

V: Jatka vain lukemista.

Nyt tunnemme jatkuvuuspelin s#dnnét. Vilkaistaan
seuraavaksi ihan nopeasti, milté tyypillinen jatkuvuus-
peli ndyttaa.

3J: Pelataan jatkuvuuspeli funktiolle f: R —
R; f(0) =0, ja f(z) = lakunx¢0-

x

V: Pelaan e¢:n arvon 1, 5!

3J: Pelaan :n arvon 1!

3Jatkuvuuspeli kiertelee folklorena paikoissa, joissa jatkuvuuden alkeita opetetaan. Minulla ei ole harmainta aavistusta sen al-
kuperédisestd kehittdjdstd. Oppikirjoista 10ytyy yleensd pelimddritelmén kanssa yhtdpitdvd, mutta erilainen ja hiukan abstraktimpi

maédritelmd jatkuvuudelle.
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V: Pelaan z:n arvon —0, 5! Koska | — 0, 5| =
0,5 < 1 =4, siirtoni on sédintdjen mukai-
nen.

J: Kumpihan voittaa? Lasketaan!

Vi lf(@) =zl =1-2[=2>15=¢
Voitin!

Palataan vield jatkuvuuspelin sdént6ihin. Luvuilta d ja
€ ei vaadita muuta kuin se, ettd ne ovat positiivisia re-
aalilukuja.

V ja 3: Osaamme kyll4 valita positiivisia reaa-
lilukuja!

Pelaajan V valinnan x tdytyy toteuttaa ehto |z| < 4.

V: Tuossa § voi olla mikd tahansa tahansa
positiivinen reaaliluku. Pystynkohén aina
valitsemaan luvun x, joka toteuttaa eh-
don |z| < 6?7

3t |z| < ¢ tarkoittaa samaa kuin —§ < z <
6. Muistelehan hiukan vélipelid.

Tehtava 2.

Jatkuvuuspelin sddntdjen mukaan V:n valinnan x tay-
tyy toteuttaa ehto |x| < §. Valinta z = 0 toteuttaa
aina edellisen ehdon, koska & on positiivinen. Niin-
pé V:n on aina mahdollista pelata sdint6jen mukaan.
Onko V:n sdéntojen puitteissa mahdollista valita aina
positiivinen 2?7 Entd negatiivien x?

V: Lukija, kun teet tehtdvid, muista aina pe-
rustella itsellesi, miksi l6ytdmasi ratkaisu
on oikea.

J: Voit my0s katsoa ratkaisun tdmén kirjoi-
telman lopusta.

V: Kannattaa kuitenkin ensin yrittdd itse
ratkaista tehtévd. Vaikka et keksisikddn
ratkaisua, on malliratkaisun ymmartami-
nen helpompaa, kun on itse ensin pohti-
nut hiukan.

d: Kun lunttaa malleista, on helppo voittaa.

V: Tuomas on antanut malliratkaisut ilman
perusteluja, ja sinun tdytyy itse keksii pe-
rustelu, miksi ehdotettu malliratkaisu toi-
mii.

J: Jos sinulla on hahmotusvaikeuksia, voit
myds piirrelld kuvia tilanteesta.

V: Siis sellaisia, joissa on funktion kuvaaja
koordinaatistossa, ja jossa e¢ on merkit-
ty y-akselille ja § on merkitty x-akselille.
Koska tutkit itseisarvoja, voi olla hyédyl-
listd my6s merkitd y-akselille —e ja z-
akselille —4.

Ja ei kun pelaamaan

Edellisen luvun lopussa totesimme, ettd jatkuvuuspe-
lissd molemmat pelaajat pystyvit aina noudattamaan
sdant0ja. Seuraavaksi alamme tutkia sitd, kuinka pe-
laajien kannattaa pelata voittaakseen.

3J: Pelataan jatkuvuuspeli funktiolle f: R —
R; f(z) = 2* kaikilla x.

V: Selvd, pelaan ¢:n arvon 0, 1!
3: Pelaan 0:n arvon 0, 05!

V: Pelaan x:n arvon —0,01! Koska |z| =
| —0,01] < 0,05 = 4, on lausahdukseni
sdantdjen mukainen.

3: |f(x)| = |(—=0,01)3| = |0,000001| < 0,1 =
€, voitin!

Tehtava 3.

Palataan edellisessd esimerkkipelissd kohtaan, jossa 3
on valinnut §:n arvon 0, 05, ja V pohtii omaa z:n arvon
valintaansa. Olisiko V:n mahdollista valita (sdéntdjen
puitteissa) sellainen z, jolla hin voittaisi pelin?

V: Jatkuvuuspelin sddnndét vaativat, ettd
f(0) = 0. Muistiko lukija tarkistaa, et-
td edellisen esimerkkipelin f toteuttaa ta-
mén ehdon?

Mikéli lukija teki edellisen tehtédvin, hdn havaitsi, etta
3 pystyi luomaan tilanteen, jossa hin voittaa varmasti.
Seuraavaksi on lukijan vuoro luoda téllaisia tilanteita.

Tehtivi 4.
1. 3:

Pelataan jatkuvuuspeli funktiolle
f: R = R; f(z) = 5z kaikilla x.

V: e=0,1!

J: Lukija, olisitko kiltti ja auttaisiko
minua 16ytdm&dn sellaisen J§:n ar-
von, jolla voitan pelin varmasti?

: Pelataan uudestaan samalle funk-
tiolle.

V: € =0,001!
3: Lukija, autatko uudelleen? Tahdon
taas voittaa varmasti.

: Pelataan vield kerran samalle funk-
tiolle.

V: e = 0,000001!
3: Lukija, tdnne ja heti! Tahdon voit-
taa!

Nyt olemme tutkineet, kuinka 3:n kannattaa pelata tie-
tyissé tilanteissa. Seuraavaksi etsitddn menetelmia, joil-
la 3 voittaa koko pelin.
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: Pelataan jatkuvuuspeli funktiolle f: R —

R; f(x) = 50z kaikilla x.

V: e=0,1!

: 6 =0,002!

V: x = 0,001! Koska = 0,001 < 0,002 = ¢,

2 |f(@)] =

on lausahdukseni sdént6jen mukainen.

50 - 0,001 = 0,05 < 0,1 = e
Voitin.

V: Pelataan uudestaan. ¢ = 0, 01!

: 6 =0,0002!

V: x = 0,00019! Koska = 0,00019 <

0,0002 = §, on lausahdukseni sddntdjen
mukainen.

3: |f(z)| =50-0,00019 < 0,01 = e. Voitin.
V: Pelataan uudestaan. e = 0,001!

3: § = 0,00002!.

V:z = 0,000019999! Koska =z =

0,000019999 < 0,00002 = §, on lausah-
dukseni sééntdjen mukainen.

|f(z)] = 50 - 0,000019999 < 0,001 = .
Voitin.

Sind voitat koko ajan. Miten ihmeessd
teet sen?

: Katsos, jos sind sanot minké tahansa e:n

arvon, minj valitsen J:n arvon ¢/50.

Niinpi. Sd4nnét vaativat, ettd |z| < § =
€/50, jolloin

|f(x)] = 50|z| < 506 = 50¢/50 = €.

Valitsinpa minkd tahansa sdéntdjen salli-
man z:n arvon, on vaistimitta | f(x)| < e.
Sind rygkile voitat, yritinpéd pelata kuin-
ka hyvin tahansa.

: Joo. §:n valinta €/50 on voittostrategia

talle funktiolle.

Tehtava 5.

Etsi pelaajalle 3 voittostrategia jatkuvuuspelissd seu-
raaville funktioille f.

-~ w

o

10.

. f(x) = 0 kaikilla z.
f(z) = z kaikilla z.
f(z) = 100000z kaikilla z.
f(z) = 6z, jos x <0, ja f(x) = 100z, jos = > 0.
f(z) = 2? kaikilla .
. f(z) = /|7| kaikilla x.
f(z) = xz, jos x on rationaalinen ja f(z) = 0,

- fx) =

. f(z) = 22 + z kaikilla z.

3: Ei voittostrategian 16ytédminen ole sen
vaikeampaa kuin edellisen tehtévin te-
keminenkddn. Nyt tdytyy vain varautua
edeltd kdsin kaikkiin juoniin, joita V voi
e:n valinnan kanssa keksia.

jos x on 1rrat10naahnen.

0, jos z < 1, ja f(x) = 1000000, jos

x> 1.

3: Kylldpa tuo edellinen kohta oli han-
kala. Than tuli hiki pelatessa.

V: Miltdhin sitten lukijasta tuntuu?

J: Enpé tiedd. Pitdisikhén lukijaa va-
roittaa?

V: Joo. Lukija! Jos edellinen kohta
tuntuu liian hankalalta, voit jattaa
sen tekematt.

f(0) =0, ja f(x) =5xsin(L), kun = # 0.

V: Onkohan tuossa sinin lihtéarvo as-
teita vai radiaaneja?

J: En mind tiedd. Luulisin, ettd Tuo-
mas kiyttdd radiaaneja.

V: f taitaa olla eri funktio riippuen sii-
td, kumpi vaihtoehto valitaan, mut-
ta pelin idea on sama kummassakin
tapauksessa.

J: Sovitaan sitten, ettd sinin liht6ar-
vo on radiaaneja.

V: Kyllapa mieleni olisi tehnyt sanoa edelli-
sissd tehtdvissd ddrettOman pieni e. Sellai-
sen yli olisi tosi helppoa padsta | f(z)|:114.

J: Niin, mutta positiivisten reaalilukujen
joukossa ei ole ddrettémén pienid luku-
ja. Muistathan, kuinka kdvi vilipelissd?
Ei ole olemassa pienintd positiivista reaa-
lilukua.

V: Ikdvdd. Minun on tyydyttdvd hyvin pie-
neen e:hen.
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J: Mutta useissa tapauksissa on olemassa
riittdvan pieni e. Katso vaikka seuraavaa
esimerkkié.

Esimerkki 1. Olkoon f: R — R; f(x) =0, jos z = 0,
ja f(xz) = 100+ |z, jos x # 0. V:lla on seuraava voitto-
strategia:

e Ensin V sanoo e:né luvun 50.

e Sitten 3 sanoo jonkun luvun ¢. (Koska V:n voitto-
strategian tulee johtaa V:n voittoon tekipd 3 mitd
tahansa, emme voi olettaa luvusta § muuta kuin
ettd se on positiivinen reaaliluku.)

e Sitten V valitsee z:nd luvun §/2. Koska |z| =
0/2 < §, on V:n lausahdus luvallinen. (Olennaista
on se, ettd sanoipa 3 minké luvun § tahansa, me-
netelmidmme antaa V:lle toimivan x:n valinnan.)

Nyt |f(z)] = 100 + |z| > 50 = ¢, joten V voittaa pe-
lin. Siis menetelmamme johtaa V:n voittoon yrittipa 3
mitd tahansa, joten V:lla on voittostrategia.

3: Pelataan jatkuvuuspeli funktiolle f(z) =
0, jos z = 0, ja f(z) = 100 + |z| muutoin.

V: [Hykertelee itsekseen: Nyt mind kyll3 voi-
tan varmasti.] e = 50!

3: 6 =0,01!

V: z = 0,005! Nyt || < J, joten pelaan sdén-
t6jen mukaan. |f(z)|] = 100 + 0,005 >
50 = e. Voitinpas kerrankin!

Tehtivi 6.

Etsi pelaajalle V voittostrategia jatkuvuuspelissi seu-
raaville funktioille f.

1. f(x) =0,kun z <0, ja f(z) =1, kun = > 0.

2. f(z) = 0, kun = > 0, ja f(z) =
x < 0.

1
To0000> Kun

3. f(xz) =0, kun z on rationaaliluku, ja f(z) = 1,
kun z on irrationaaliluku.

4. f(x)=0,kun z =0, ja f(z) = 150505 — |¢], kun
x #0.

5. f(z) = 0, kun z = 0, ja f(z) =
x #0.

cos(2), kun

Jatkuvuuspeli ja jatkuvuus

J: Tam3 luku taitaa olla tylsda teoriaa. Lah-
denpé téstd suoraan seuraavaan lukuun
pelaamaan peleja.

V: Aldhsin nyt. Vaikka tits lukua ei valtti-
mattd tarvitakaan pelatessa, tadlla selite-
tddn, mitd jirked tdssd pelaamistouhussa
ylipd&tdnsa on.

J: No katsotaan sitten.

Jatkuvuuspelissd 3 yrittdd osoittaa, ettd viite “funk-
tion f arvot ovat ldhelld nollaa, kun tutkitaan arvo-
ja pisteissd, jotka ovat 1dhelld nollaa” on tosi. V yrittda
osoittaa, ettd kyseinen véite on epatosi. V yrittdi toisin
sanoen osoittaa, ettéd 1dhelld nollaa olisi pisteitd, joissa
funktio f saa kaukana nollasta olevia arvoja.

V yrittad valita sellaisen luvun e, etté 1ldhelld nollaa oli-
si pisteité, joissa funktio saa arvoja, jotka ovat kaukana
nollasta, vahintdin e:n piassi.

V: Minun on tietysti edullista valita hyvin
pieni e:n arvo, jotta |f(x)|:114 olisi help-
po pédsté sen yli.

Sitten 3 valitsee luvun J, joka kuvaa sitd, kuinka 1dhella
nollaa olevia 1dht6joukon pisteitd V voi tutkia.

J: Minun on tietysti edullista valita hyvin
pieni 0:n arvo, ettd V:la olisi mahdolli-
simman vidh#n valinnanvaraa x:n kanssa.

Sitten V valitsee luvun z, joka on ldhella nollaa, alle d:n
etéisyydelld nollasta.

V: Yritén tietysti valita sellaisen luvun z, et-
td | f(x)| on vihintddn e.

3 voittaa, jos | f(x)| on 1ahelld nollaa, kun “1ahelld” tar-
koittaa, ettd | f(z)| < e.

Yksittédinen peli voidaan mieltds yksittdisend kokeena,
jossa tutkitaan f:n jatkuvuutta. Funktio f on jatku-
va pisteessd 0, mikili J:114 on menetelmi, jolla hin
kykenee kidsntdmain kaikki kokeet omaksi voitokseen.
Funktio f on epijatkuva pisteessd 0, mikili sellainen
menetelmd on V:lla.

Maiéritelmd 2. Funktio f: R — R, f(0) = 0, on jat-
kuva pisteessa 0, jos 3:114 on voittostrategia jatkuvuus-
pelissé funktiolle f. Funktio f on epdjatkuva pisteessi
0, jos V:lla on voittostrategia jatkuvuuspelissé funktiol-

le f.

V: Nyt Tuomas meni méérittelemdén jatku-
vuuden meidén peliemme avulla.

J: Meille tulee kylld aika paljon puuhaa,
jos joudumme pelaamaan aina kun joku
funktio halutaan osoittaa jatkuvaksi tai
epijatkuvaksi.

V: Ja yhden funktion osoittaminen jatku-
vaksi tai epdjatkuvaksi vaatii ddrettOman
monta pelid, yhden jokaista mahdollista
valintasarjaa (e, 0, z) kohti.
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3: Huh huh! Mutta onko asia siltikdén noin? 3J: Positiivisilla arvoilla taas poukkoilu yha
Yleisen menetelmin voi todeta oikeaksi hidastuisi ja hidastuisi.
kiaymétta 1api kaikkia vaihtoehtoja. Sitd
kutsutaan matemaattiseksi pasttelyksi. V: Olisi se kylld aika hassun ndkoistd. Téasta

kylla kannattaa piirtdd kuva koordinaa-

V: Ai siksikd Tuomas kiyttdd =:88, e:téd tistoomn.
ja d:aa konkreettisten numeroarvojen si-
jaan? J: Kuka sitd viitsisi piirelld késin endd nyky-

3: Niin tietysti, pohks! Hin voi kiisitelld noi- aikana? Ainakin mind aion kiyttdd graa-
den symbolien avulla #irettémin monta fista laskinta.
ko‘nkreettisia n.u.m.eroarvoja sis'étltavi%ét 'er.i: V: Funktion kuvaajan hahmotteleminen k-
kmstz}Pausta kirjoittamalla vain pari rivid sin voi olla ihan opettavaista.
tekstia.

3: Oletetaan, ettd Spock kulkee hetkilla t,

t < 0, tasaisella nopeudella 1 eteenpdin, V: Muistatko vield sen viittelyn, jossa mie-
ja ettd han hetkelld 0 teleporttaa 10 mit- timme, kulkeeko 120 kilometri& tunnissa
tayksikkod eteenpdin, ja jatkaa matkaan- kulkeva auto niin lyhyiti matkoja kuin
sa tdmén jilkeen tasaisella nopeudella 1. iking voin keksii?

Hetkelld 0 Spock on paikassa 0, ja té-

min jilkeen hin on siirtynyt 10 yksik- 3: Joo. Jos ilmaisemme ajan tunneissa ja
ko4 eteenpdin. Minkihinlainen on Spoc- paikan kilometreissi, auton liikettéd kuvaa
kin liikefunktio? funktio f(z) = 120z. Miti siitd?

V: Nyt f(t) =t jos t < 0ja f(t) =10 +¢, V: Silloinhan mind valitsin lyhyen etdisyy-
Jjos t > 10. den, jota jatkuvuuspelissimme vastaa e,

3: Pelataan jatkuvuuspeli Spockin liikefunk- Ja sind valitsit lyhyen ajanjakson, jota jat-
tiolle. kuvuuspelissimme vastaa 9.

V: € = 5! J: Niin, mutta silloin sind et valinnut x:&3.

3 5=0,1! Silloin tutkimme vain funktion arvoa

V: z =0,01! 1),

3: Hups! Nyt muuten z on funktion f lihts- V: Pelasirr'lrne siis seuraavaa peli.fi: E'nsin m'i-
joukon piste, eli ajanhetki. nid valitsen luvun € > 0, ja sitten si-

nd valitset luvun 6 > 0. Sind voitat, jos

V: On kylld hiukan harhaanjohtava notaa- |£(8)] < ¢, ja mind voitat muulloin.
tio. Kuitenkin hetkelldi z = 0,01 Spock
on paikassa f(0,01) = 10 + 0,01, eli yli 3: Kuinkahan kivisi, jos pelaisimme tita pe-
€ = 5 yksikon péadssi paikasta 0. Voitin. lis tehtdvin 6 funktioille?

Tehtava 7.

3: Oletko muuten miettinyt, ettd silminré- Tutki edellisessa dialogissa kuvattua pelid. Milla teh-
payksellinen eteenpiinsiirtyminen ei ole tdvan 6 funktioista 3:114 on voittostrategia téssi pe-
ainoa esimerkki niistd tavoista, joilla lissé, ja milld tehtdvin 6 funktioista V:la on voitto-
funktio voi olla ep#jatkuva pisteessi strategia?

0. Ajatellaanpa esimerlfiksi tehtdvin 6.5 3: Yllsoleva peli, jossa valitaan vain € ja 6,
funktiota f(z) = cos(3), jos « # 0, ja ei taida kuvata kunnolla jatkuvuutta.
1(0) = 0. 3: Lukija, keksitké esimerkkifunktiota f

V: Miltdhan niyttiisi, jos Spock kulkisi tuon niin, ettd ylldolevassa pelissi funktiol-
funktion osoittamalla tavalla? le f minun kannattaisikin valita hyvin

3: Hetkelld 0 hiéin olisi paikassa 0, ja muilla suuri 67
h.e.t.killl.ii hén poukkoilisi pisteiden —1 ja 1 V: Jatkuvuuspelissi mind saan lisiksi vali-
vilissa. ta luvun x. Kuinka kiivisi jatkuvuuspe-

V: Rajoitutaan ensin tutkimaan negatiivi- lissé lukijan esimerkkifunktiolle f, jos 3
sia ajanhetkii. Spockin poukkoilu yhi yrittéisi valita suuren §mn?
kiihtyisi ja kiihtyisi, kun tarkastelisimme J: Taidamme jittdd kysymyksen lukijalle.
ajanjaksoja, jotka olisivat yhd 1dhempéana
ja lahempiné nollaa.
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Muutetaan saantoja

V: Tuo lurjus 3 voittaa koko ajan. Nyt muu-
tetaan kylld sdéntdja.

3: Mutta mind valitsen vain yhden suureen,
ja sind saat valita kaksi.

V: Mutta on edullista valita mydhé&isessd vai-
heessa, ja sind saat valita d:n minun e:n
valintani jalkeen.

J: Ok, pelataan sitten niin, ettd ming valit-
sen d:n ennen kuin sini valitset e:n.

Tehtava 8.

Lokaali triviaalisuuspeli on muuten samanlainen kuin
jatkuvuuspeli, mutta 3 sanoo luvun § ennen kuin V sa-
noo luvun e. Kummalla pelaajalla on voittostrategia
lokaalissa triviaalisuuspelissd seuraaville funktiolle f7

V: Kuinkas se lokaali triviaalisuuspeli nyt
oikein menikian?

J: Minj aloitan valitsemalla luvun 4, § > 0.

: Hmm. .. ja seuraavaksi on minun vuoro-
ni valita €, € > 0.

V: Mutta sittenhdn on minun vuoroni uu-
destaan. Valitsen luvun z, |z| < ¢

3: Jasitten |f(z)| < ¢, ja mind voitan taas.

V: Alipd ole niin varma. Hyvilld pelistra-
tegialla voi kiyda niin, ettd |f(z)| > ¢,
ja mind voitan.

1. f(z) = 0 kaikilla z.

- f(z)

2. f(x) = x kaikilla z.
- f(z)

A

3. f(z) =0jos x < 1, ja f(x) = 1 muutoin.
4. f(z) =0, jos —1/10 < z < 1/10, ja f(z) =1
muutoin.

J: Loydatks yleistd luonnehdintaa sille,
millainen funktion f olisi oltava, ettd
minulla olisi voittostrategia lokaalissa
triviaalisuuspelissa?

J: Nyt on minun vuoroni muuttaa sdantoja.
V: Eiki, sind voitat vieldkin liikaa.

J: Tehdaddnps seuraavasti! Sind saat valita
seki e ettd d:n.

V: (Onkohan tdhén koira haudattuna?) Ha-
luat siis valita vain z:n? Jos valitset aina
x = 0, voitat varmasti.

3: Ok, en valitse arvoa = = 0.

Tehtava 9.
Kasautumispistepeli on muuten samanlainen kuin
jatkuvuuspeli, mutta pelaaja V saa valita luvut € ja

0, ja pelaaja 3 saa valita luvun z, mutta x:mn pitda
toteuttaa ehdot = # 0 ja |z| < 4.

V: Kaydaanpé vield ldpi kasautumispiste-
pelin sddnnét. Ensin mind valitsen lu-
vut € > 0 ja d > 0.

J: Ja sitten mind valitsen luvun z, jolle
lz| < 0.

V: Muista, ettd lupasit olla valitsematta
nollaa.

J: Niinpd. Mind valitsen luvun z, jolle
|z| < d ja x #O0.

V: Ja sitten tuo 3 voittaa, jos |f(z)] < e.
Muutoin mind voitan.

Milld esimerkin 1 ja tehtdvien 5 ja 6 funktioista pe-
laajalla 3 on voittostrategia kasautumispistepelissi?
Tutki kasautumispistepelid myos tehtdvin 7 ratkai-
sussa mainitulle funktiolle f: R — R; f(z) = 1.

J: On tylsdd tutkia jatkuvuutta aina vain
ldht6joukon pisteessé 0.

V: Joo, pitdisi kai kehittdd peli, jolla jatku-
vuutta voisi tutkia muuallakin.

V: Vaikeaa, luvun z etdisyys nollasta saa-
daan kaavalla |z|. Mutta entds luvun z
etdisyys luvusta a?

3: Helppoa! Se on tietysti |z — al.

Tehtdva 10.

Olkoon g: R — R funktio, joka saa arvon 0 pistees-
sd a. Funktio g on jatkuva pisteessi a, jos funktion
g arvot ovat ldhelld arvoa 0, kun funktiota tarkastel-
laan 13helld pistettd a. Madrittele peli, jolla voidaan
testata, onko g jatkuva pisteessa a.

3: Arvon 0 pisteessd a? Mitd se tarkoittaa?

V: Se taitaa tarkoittaa sitd, etti ensin va-
litaan reaaliluku a ja sitten madritel-
1d3n peli sellaisille funktioille g, joille
g(a) =0.

3: Niin. Alussahan Tuomas valitsi luvun
a = 0, ja m#aritteli pelin sellaisille funk-
tioille f, joille f(0) = 0.

V: Enti jos lukija on vieldkin sekaisin?

J: Hén voi vaikka médritelld jatkuvuuden
pisteessd a = 1 sellaisille funktioille g,
joille g(1) = 0.

V: Nappardd! Ja sitten ykkosen paikalle
voidaan laittaa muita lukuja.

Maariteltyasi pelin kokeile médritelmési oikeellisuuta
jatkuviksi ja epédjatkuviksi tietdmillasi funktioilla.
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J: Entd jos haluaisimme tutkia sellaisen
funktion jatkuvuutta, joka saa tarkaste-
lupisteesséd jonkun muun arvon kuin 07

V: Kai siihenkin olisi kehitettévissé peli.

J: Jos a on tarkastelupiste, ja = on sinun va-
litsemasi piste, pelissé tarvitaan arvojen
f(a) ja f(z) etdisyytta.

Tehtava 11.

Olkoon ¢g: R — R funktio, ja a jokin reaaliakselin
piste. Funktio g on jatkuva pisteessé a, jos funktion g
arvot ovat l&helld arvoa g(a), kun funktiota tarkastel-
laan 1dhelld pistettd a. M&arittele peli, jolla voidaan
testata, onko g jatkuva pisteessi a.

Maériteltyasi pelin kokeile madritelmési oikeellisuuta
jatkuviksi ja epdjatkuviksi tietdmillési funktioilla.

V: Sellainenkin peli olisi hieno, jolla voisi tut-
kia, onko funktio jatkuva.

J: Emmeko tarkastelekaan juuri sitd edelli-
sen tehtdvin pelissi?

V: Itse asiassa emme. Tarkastelemme jatku-
vuutta jossain tietyssd pisteessd. Funktio
on jatkuva, jos se on jatkuva ldht6joukon
jokaisessa pisteessa.

J: Ratkaiseva ongelma lieneekin, ettd kum-
pi meistd saa valita pelissé tarkastelupis-
teen, ja missd vaiheessa pelid.

Tehtava 12.

Funktio f: R — R on jatkuva, jos se on jatkuva jo-
kaisessa R:n pisteessd. Méarittele peli, jolla voidaan
testata, onko f jatkuva.

Maariteltyasi pelin kokeile maaritelmasi oikeellisuut-
ta jatkuviksi ja epdjatkuviksi tietdmilldsi funktioilla.

J: Samalla tavalla kai voisi tutkia lukujonon
suppenemistakin.

V: Erona on vain se, ettd jatkuvuuspelissd d
kannattaa valita ...

3: ...hyvin pieneksi! Tieddn kyll3 oikein hy-
vin.

V: Joo. Suppenemispelissé pitéisi tarkastella
pienten §:n arvojen sijaan suuria x,:ien
indekseji n.

Tehtiva 13.

Maiérittele peli, jolla voidaan testata, suppeneeko lu-
kujono x1, x2, x3, ... kohti nollaa.

Maariteltyasi pelin kokeile maaritelmasi oikeellisuut-
ta suppeneviksi ja ei-suppeneviksi tietdmillasi lukujo-
noilla.

Vastaukset

J: Témé&hén on kiytédnndllinen luku. Tailta
nékee, kuinka kannattaa pelata.

V: Mutta muista, ettd taalld on esitetty vain
yvhdet toimivat strategiat. Ne eivit ole ai-
noita oikeita.

1: Kun V sanoo ¢ metrid, sanoo 3 esimerkiksi ¢ = £/40
sekuntia.

2: On. Luku ¢/2 on sééntdjen mukainen positiivinen va-
linta ja —d/2 on sdéntéjen mukainen negatiivinen va-
linta.

J: Itse asiassa positiiviseksi valinnaksi kel-
paa myds 6/3 ja 26.

V: Téssd kysyttiin pelkistdén sddntojen sal-
limia valintoja. Minua kiinostaa se, mil-
laisilla valinnoilla voitan!

3: V:n ei ole mahdollista valita voittavaa x:34. Kos-
ka sddntdjen mukaan pitdd olla |z|] < & = 0.05, on
f(2)] = |2%] = |2[* < 0,05° < 0,1 =e.

V: Muista, ettd = voi olla joko positiivinen
tai negatiivinen.

J: Kannattaa miettid molemmat vaihtoeh-
dot erikseen 13pi.

V: Entd tapaus x = 07

3: Sekin tdytyy ottaa huomioon, mutta se on
helppo tapaus.

4.15=0,02
4.2 § = 0,0002

4.3 § = 0,0000002

V: Téssi Tuomas on luetellut pelkdstdan
suurimmat toimivat d:t. Myos mitki ta-
hansa pienemmit kelpaavat.

5.1: Kun V on sanonut luvun €, 3 sanoo ¢ = 1 ja voittaa
varmasti.

V: Edellisen kohdan peli on aika tyhmi. 3
voittaa varmasti, sanoi hdn mitd tahan-
sa.

5.2: Kun V on sanonut luvun ¢, sanoo 3 lukuna § luvun
€.

5.3: Kun V on sanonut luvun ¢, sanoo 3 lukuna § luvun
€/100000.

5.4: Kun V on sanonut luvun ¢, sanoo 3 lukuna ¢ luvun
€/100.
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3: Koska |6z < |100z| kaikilla z, péatee
|f(z)] <100|z| kaikilla x.

5.5: Kun V on sanonut luvun ¢, toimii 3 seuraavasti:
Jos € > 1, sanoo 3 lukuna § luvun 1. Muutoin 3 sanoo
lukuna ¢ luvun e.

3: Myos valinta § = /€ toimii, mutta Tuo-
mas taitaa hiukan kikkailla.

5.6: Kun V on sanonut luvun €, sanoo 3 lukuna ¢ luvun

2.

3J: NeliGjuurifunktion kuvaaja nollassa on
niin jyrkka, ettd mikd&n J:n valintastra-
tegia tyyppié ce ei toimi.

V: Mitd tarkoittaa strategia tyyppid ce?

J: Se tarkoittaa esimerkiksi strategiaa, jos-
sa valitaan aina 0, le, tai 0, 0le, tai jotain
sellaista.

V: Mutta, jos € = 0,1, voidaan valita 0, le,
jos € = 0,01, voidaan valita 0,0le ja niin
edelleen.

3J: Eipés. Jos puhun strategiasta tyyppié ce,
tdytyy saman luvun c toimia kaikilla e:in
arvoilla.

5.7: Kun V on sanonut luvun ¢, sanoo 3 lukuna § luvun
€/2.

3: Onpa hyvi, ettd tarkastellaan jatkuvuut-
ta nollassa. Tadma funktio ei taitaisikaan
olla jatkuva missddn muussa pisteessa.

V: Mitd tarkoittaa ”jatkuvuus jossain muus-
sa pisteessa?”

J: Katso tehtdvid 10 ja 11.

V: Taidan kuitenkin odottaa, ettd lukija paa-
see sinne saakka. Matemaattista tekstid
lukiessa ei kannata pomppia liikaa.

5.8: Kun V on sanonut luvun ¢, sanoo 3 lukuna § luvun
1.

5.9: Kun V on sanonut luvun €, sanoo 3 lukuna § pie-
nemmén luvuista % ja Le.

3: Kun ¢ on kuten ylli ja |z| < J, pitee til-
16in 2| < 1eja |2°] < e

V: Lukija, muista myds, etté kaikilla = pitee
@+ 27| < |o] + |27,

5.10: Kun V on sanonut luvun ¢, sanoo 3 lukuna d luvun
€/5.

3: Muista, ettd |[Szsin(l/z)| < |5z|, koska
|sin(1/z)] < 1.

6.1: V sanoo lukuna € luvun 1/2, ja kun 3 on sanonut
luvun ¢, sanoo V lukuna z vaikkapa luvun 6/2.

6.2: V sanoo lukuna e luvun 1,/200000, ja kun 3 on sa-
nonut luvun ¢, sanoo V lukuna x luvun —J,/2.

V: Téssd pitdd olla tarkkana, kun f saa nol-
lasta eroavia arvoja pelkistéén negatiivi-
sella puolella.

6.3: V sanoo lukuna € luvun 1/2, ja kun 3 on sanonut
luvun 6, sanoo V luvun §/2, jos § on irrationaalinen ja
luvun §/+/2, jos § on rationaalinen.

V: Rationaaliluku jaettuna v/2:lla on irratio-
naalinen, koska \/5 on irrationaalinen.

6.4: V sanoo lukuna e luvun 1/3, ja kun 3 on sanonut lu-

vun ¢, sanoo V lukuna z pienemman luvuista 1,/300000,
5/2.

V: z:n valinnan kanssa pitdd olla varovai-
nen, ettei vahingossa sano arvoa z, jolla
f(z) = 0. Sellaisia arvoja on kokonaista
kolme kappaletta.

6.5: V sanoo lukuna € luvun 1/2, ja kun 3 on sanonut
luvun 4, valitsee V kokonaisluvun n, jolle 27n > 1/4, ja
1

sanoo z:nd luvun 5.
™

V: Pitdd muistaa, ettd cos(a) = 1 aina, kun
« on 2m:n monikerta.

7. V:illa on voittostrategia kohdassa 6.1. (e = 1/2). 3:114
on voittostategia kohdissa 6.2 (0 miki tahansa), 6.3 (§
rationaalinen), 6.4 (§ = 1/100000) ja 6.5 (6 = 1/(3m).)

Esimerkki: f: R — R; f(0) = 0, ja f(x) = L, jos z # 0.

Nyt pelaajan 3 tulee voittaakseen valita lulaccuna 0 luku,

joka on suurempi kuin 1. Jos € on pieni, on ! suuri.

V: Tuossa sinun kannattaa valita suuri 6.

J: Kuinkahan kivisi jatkuvuuspelissd, jos
yrittdisin valita suuren 0:n?

V: Ei se auttaisi, koska min voisin valita pie-
nen positiivisen z:n, ja sitten |f(z)| = %
olisi suuri.

d: Jatkuvuuspelissd vélillimme taitaa valli-
ta kauhun tasapaino.

V: Sind voit halutessasi valita pienen d:n, ja
pakottaa minut valitsemaan itseisarvol-
taan pienen x:n.

dJ: Sindkin voit aina halutessasi valita itsei-
sarvoltaan pienen z:n, koska ming en pys-
ty rajaamaan valintaasi muutoin kuin pa-
kottamalla sinut valitsemaan itseisarvol-
taan pienen z:n.
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V: Jommalle kummalle on yleensd edullista
saada jatkuvuuspelissd x:n itseisarvosta
arvosta pieni, ja kumpi tahansa saa tdsséi
suhteessa tahtonsa ldpi. Niinpd z:n itsei-
sarvo on jatkuvuuspelissi yleensd pieni.

J: Tadmé taitaa olla juuri se ilmi6, johon
Tuomas viittaa, kun hin sanoo, ettd jat-
kuvuuspelissd tarkastellaan funktion ar-
voja ldhelld pistettd 0.

V: Témén tehtdvin [Tehtdvd 7, Tuom.
huom.] pelissi ei vastaavaa kauhun tasa-

painoa ole, koska sind saat madrdtd tar-
kastelupisteen aivan yksin.

8.1: 3 voittaa millé strategialla tahansa.

8.2: V:lla on voittostrategia: 3 on sanonut luvun §. V sa-
noo luvun ¢, joka on pienempi kuin 4, ja luvun z, joka
on lukujen 0 ja e vélissé.

8.3: 3:114 on voittostrategia. Hin sanoo lukuna 6 luvun,
joka on pienempi kuin 1.

8.4: 3:114 on voittostrategia. Hin sanoo lukuna 4 luvun,
joka on pienempi kuin 1/10.

Yleinen luonnehdita: 3:114 on voittostrategia, jos on ole-
massa a > 0, jolle f(z) = 0 aina, kun |z| < a. Muutoin
V:1la on voittostrategia.

V: Pystyn voittamaan aina, jos on olemassa
z, |z| < 4, jolle f(z) # 0.

9: Pelaajalla 3 on voittostrategiat kasautumispistepe-
lissd kaikilla tehtdvdn 5 funktioilla, sekd tehtdvien 6.1,
6.2, 6.3 ja 6.5 funktioilla. Esimerkin 1 funktiolla, tehta-
véin 6.4 funktiolla, seki funktiolla f(z) = 1 voittostra-
tegia on pelaajalla V.

LU

: Onpa Tuomas lyhytsanainen.

<

: Joo, lukijalle ja& aika paljon duunia.

V: Muistatko sen kauhun tasapaino -
keskustelun, jonka kdvimme tehtévin 7
ratkaisussa?

J: Tiassdkin taitaa syntyd vastaava kauhun
tasapaino. Kumpi tahansa saa halutes-
saan pakotettua x:n itseisarvon pieneksi.

V: Pelkkd z:n itseisarvon pieni koko ei vield
taida vield m#arita pelin lopputulosta.

3: Vaikka z:n itseisarvo olisikin pieni, jad z:n
tarkan arvon valintaan pelivaraa.

V: Kasautumispistepelissd sinéd saat kiyttda
tuon pelivaran, ja jatkuvuuspelissd miné.

J: Siksi min#d voitan kasautumispistepelin
helpommin kuin jatkuvuuspelin.

10: Pelin sdinnot: V sanoo positiivisen reaaliluvun €. 3
sanoo positiivisen reaaliluvun 4. V sanoo reaaliluvun =z,
jolle |z — a| < ¢. 3 voittaa, jos |f(x)| < e. V voittaa
muutoin.

11: Pelin sd&nnot: V sanoo positiivisen reaaliluvun e.
3 sanoo positiivisen reaaliluvun J. V sanoo reaaliluvun
x, jolle |z — a| < 0. 3 voittaa, jos |f(z) — f(a)] < e V
voittaa muutoin.

12: Pelin sd&nndt: V sanoo positiivisen reaaliluvun € ja
reaaliluvun a. 3 sanoo luvun 4. V sanoo reaaliluvun z,
jolle |x — a|] < 4. 3 voittaa, jos |f(z) — f(a)] < e. V
voittaa muutoin.

V: Jes!, mind saan valita yhden arvon lisdi.

3: Ominaisuus, jonka saisimme, jos V valitsi-
si a:n vasta d:n jélkeen, on nimeltéén ta-
sainen jatkuvuus. Esimerkiksi f(z) = =
on tasaisesti jatkuva, mutta g(x) = z* ei
ole tasaisesti jatkuva.

13: Pelin sdinnot: V sanoo positiivisen reaaliluvun e.
3 sanoo positiivisen kokonaisluvun ng. V sanoo posi-
tiivisen kokonaisluvun n, jolle n > ng. 3 voittaa, jos
|z,,| < e. V voittaa muutoin.

Lahteet ja kiitokset

V: Olipa mielenkiintoinen teksti. Ei kai Tuo-
mas ole voinut itse keksid titd kaikkea
ihan itse.

3: Alla on listattu pari ldhdetta.

1. Leea Virtanen, Ujo pitmd, koululaishuumoria, si-
sdltdd muunmuassa analyysin niukka-pelista.

2. J.H. Conway, On Numbers and Games, niukka-
peli nimella My Dad Has More Money Than
Yours

3. Lauri Myrberg, Differentiaali- ja integraalilas-
kenta I, sisdltid muunmuassa J-e-madritelman
jatkuvuudelle.

V: Miksi tdma kirja on listattu? Eihén
tatd kiytetd endd.

J: Tuomas on opiskellut jatkuvuuden
peruskisitteet taalta.

V: Tuomaksella taitaa olla joku fiksaa-
tio tdhan kirjaan.

4. Cauchy, Weierstrass ja kumppanit, jatkuvuuden
madritelmin kehittdminen.

V: Miksi tdssé ei ole listattu kirjojen ni-
mid?
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3: Ei ole Tuomas tainnut lukea ndiden
kirjoittamia kirjoja alkuperiisteoksi-
na.

V: Mutta ne ovat pari sataa vuotta van-
hoja, joten voimme kai antaa anteek-
si.

5. Donald Knuth, Surreal Numbers, matematiikan
esittdminen dialogityylilla.

6. Jukka Kangasaho, Jukka Mékinen, Juha Oikko-
nen, Johannes Paasonen ja Maija Salmela, Diffe-
rentiaalilaskenta 1, Pitkd Matematiikka, 1.-6. pai-
nos, WSQOY 2002. Siséltda yhden sivun pituisen

jatkuvuuspelin kasittelyn.

Kiitdn Saara Lehtoa ja Antti Rasilaa rohkaisusta ja pa-
lautteesta tdmén tekstin kanssa, sekd Juha Oikkosta,
joka on tuonut pedagogisen otteen Helsingin Yliopis-
ton differentiaali- ja integraalilaskennan alkeisopetuk-
seen. Olen unohtanut, misté opin kvantifikaation késit-
telemisen pelien avulla, mutta kiitdn joka tapauksessa
kyseistd tuntematonta ldhdettéd. Kiitdn myos d:té, se-
ki erityisesti V:ta, joka jaksoi urheasti pelailla tdman
kirjoitelman loppuun saakka huonosta voittoprosentis-
ta huolimatta.



