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Potenssien vaihdannaisuudesta ja

liitannaisyydesta

Lajos Loczi
Eo6tvos Lorand -yliopisto, Unkari

Yhteen- ja kertolasku noudattavat molemmat vaihdan-
talakia

a+b=b+ajaa-b=b-a
ja liitantalakia

(a+b)+c=a+(b+c)ja(a-b)-c=a-(b-c)
kaikilla reaaliluvuilla a, b ja c. Potenssiin korotus ei
kuitenkaan ole vaihdannainen eika liitdnnéinen, silla

yleensa

a® # b ja a") #£ (a®)°.

Téstd huolimatta yhtasuuruus saattaa olla voimassa
tietyissa tapauksissa. Tarkoituksemme on loytaa kaikki
positiiviset reaalilukuparit (z,y) ja kolmikot (x,y, 2),
jotka tayttévat ehdot

1) al =y"
ja vastaavasti
(2) W) = (z¥)2.

Tutkimme néaiden yhtaloiden rationaaliluku- ja reaali-
lukuratkaisuja.

Vaihdannaisuus

Aluksi haluamme 16ytdéd positiivisen reaalilukuratkai-
sun tapaukseen (1). (Rajoitumme vain positiivisiin rat-
kaisuihin, silla potenssiin korotukset eivéat ole yleisesti
maariteltyja negatiivisille reaaliluvuille. Myoskaan ti-
lanne, jossa muuttujat ovat nollia, ei kiinnosta meité.)
Yritetddn aluksi arvata joitain ratkaisuja. Loydamme
pian ratkaisun x = 2 ja y = 4 (tai pdinvastoin). Koska
(1):114 ei néyta olevan muita positiivisia kokonaisluku-
ratkaisuja, kokeilemme joitain nelio- ja kuutiojuuria.
Jos olemme onnekkaita, keksimme ratkaisun x = V3 ja

y =33, silli

3 3V3
(3vV3)V3 = (V3 )3 =3,
Asian ydin on, ettd 3v/3 voidaan kirjoittaa myos \/33.
Jos tutkimme asiaa edelleen, osumme pariin = V/4 ja
y =4 - V4, joka on ratkaisu, silli
) o4 344
-V (V=g
. 4
Tilld kertaa yhtdsuuruus 4 - /4 = /4 on avainase-
massa. Havaitsemme, ettd olennaisesti kaikissa esimer-
keissa vallitsee tilanne y = vz ja vx = V. Lahdemme
etenemadn tasta seikasta.
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Uuden muuttujan kayttoonotto

Esitamme y:n muodossa y = vx, missd v on reaalilu-
kumuuttuja, eli asetamme v = £ > 0. Silloin (1) tulee
muotoon

(vr)® =y® =a¥ =2"% = (a")".

Tassé jokainen termi on positiivinen, joten jos koro-

tamme yhtédloketjun oikean- ja vasemmanpuoleisim-
man osan potenssiin %, saamme ratkaisuna relaation
ve = x". Kertomalla %:lléi saamme v = z¥~!. Jos v # 1,

eli x # y, niin korottamalla potenssiin U—il saamme

x = 71, Vastaavasti y:lle saadaan

Jos v =1, niin z = y.

Muuttujalle z saatu muoto esiintyy myohemmin useita
kertoja, joten asetamme h(v) = v7=1 . Funktion h mi-
rittelyalue on positiivisten reaalilukujen joukko, josta
on poistettu 1, ja sen arvojoukko on positiivisten reaa-
lilukujen osajoukko.

Meilld on nyt mahdolliset ratkaisut, jotka ovat itse
asiassa ratkaisut yhtélolle (1): jos v = 1 ja x on mieli-
valtainen positiivinen reaaliluku, niin y = x on selvésti
triviaali ratkaisu. Jos v # 1, niin = h(v) jay = v-h(v)
ovat ei-triviaalit ratkaisut, silla kuten juuri havaitsim-
me, y = vz = z¥ ja y® = (a¥)* = ¥ = aV.

Ensimmaisen tuloksen saatiin asettamalla kaikki posi-
tiiviset reaaliratkaisut (x,y) yhtéldlle 2¥ = y* muotoon
(z,z) ja (h(v),v-h(v)) (x> 0,v>0,v#1).

Funktiolla ~ on mielenkiintoisia ominaisuuksia. Jos
v > 0 ja v # 1, niin h(v) on arvo, joka kerrottuna
v:114 tai korotettuna potenssiin v tuottaa saman tulok-
sen: v-h(v) = h(v)?, kuten olemme todistaneet. Toinen
funktionaaliyhtéld, jonka h toteuttaa, on v-h(v) = h(1)
tai yhtépitivisti h(v) = +-h(L), kuten on helposti tar-
kistettavissa.

Tasta seuraa esimerkiksi, ettd ei-triviaalit ratkaisut
voidaan kirjoittaa myos muotoon (h(v), h()). Néin ol-
len ratkaisu (z,y) on muunnettavissa ratkaisuksi (y, )

sijoituksella v +— %

Funktio h ei ole maaritelty arvolle v = 1. Voidaan kui-
tenkin osoittaa, ettd se on aidosti viheneva ja

lim h(v) =e

v—1

(missé e = 2,71828. ..
taluku).

on luonnollisen logaritmin kan-

Kuva 1. h(v) = Ve

Hieman analyysia

Nyt haluaisimme saada (1):n ratkaisuista kuvan. Tri-
viaaliratkaisut (y = z, kun z,y > 0) muodostavat
ry-tason ensimmaisen neljanneksen puolittajan. Ei-
triviaaliratkaisut eivét kuitenkaan ole tavallista muo-
toa y = f(z), koska y:td el ole ilmaistu suoraan x:n
avulla, vaan sekd x ettd y ovat molemmat parametrin
v funktioita. Vahintddnkin ndhdaén, ettd jokaista h:n
arvojoukkoon kuuluvaa z:44 kohti on olemassa tasmaél-
leen yksi sellainen y, y # x, siten ettd z¥ = y*. Ta-
méa merkitsee funktion f : z — y olemassaoloa. Tata
funktiota kayttden ei-triviaalit ratkaisut voidaan kir-
joittaa muotoon (z, f(z)): jos h~! merkitsee h:n kiiéin-
teisfunktiota (joka on olemassa aidon monotonisuuden
takia), niin & = h(v) merkitsee, etti v = h=1(z) ja ti-
ten (h(v),v-h(v)) = (z,h~1(z) - x) on se miti vaadim-
me (kun f(z) = z-h~1(x)). Tami kisittely ei kuiten-
kaan anna lisdinformaatiota, koska v:n ratkaiseminen
lausekkeesta x = h(v) — funktion A~ méiirittdminen —
ei naytd mahdolliselta alkeisfunktiota kéayttaen.

Tutkimme nyt funktioiden h(v) ja v - h(v) kdyttayty-
mistd parametriesityksessa, josta pystymme luonnos-
telemaan ei-triviaaliratkaisujen kuvaajan. Esittdmalla
tama kayra yhdessa triviaaliratkaisujen kayran kanssa
samassa koordinaatistossa saamme yhtalon (1) taydel-
lisen positiivisen reaalilukuratkaisun.

Tarvitsemme funktion raja-arvon ja derivaatan kasit-
teitd (yhdessi joidenkin tunnettujen raja-arvojen kans-
sa), joten nadmé todistukset jatetdéin tekemétta tai ai-
noastaan luonnostellaan. Hieman yksinkertaistaaksem-
me — ja nahddksemme muutamia muita mukavia re-
laatioita — otamme jélleen kaytt6on uuden muuttujan:
parametrisoimme uudelleen koordinaattifunktiomme.
Merkitkoén u h(v)m eksponenttia eli olkoon u = —.
Silloin v = 1+ % Tata uutta muuttujaa kayttaen saam-
me kaksi funktiotamme muotoon

h(v) = (1+ %) jav-h(v) = (1+ %)W.
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Kutsutaan néitd uusia funktioita vastaavasti g; (u):ksi
ja g2(u):ksi. On helppo nahdé, ettd gi:n ja go:n kuvaa-
jat ovat toistensa peilikuvia suoran r = —% suhteen zy-
tasossa, koska z-akselin pisteen u kuva téssa peilauk-
sessa on (—u—1) ja sijoitus u — (—u—1) muuttaa g;:n
g2:ksi, koska g1 (—u—1) = g2(u) ja g2(—u—1) = g1 (u).

Riittda siis, kun tutkitaan funktiota g;. Vastaavan
funktion go ominaisuudet ovat tdmén jdlkeen helpos-
ti johdettavissa. Koska v kay lapi positiiviset reaalilu-
vut, lukuun ottamatta lukua 1, on helppo néhda, et-
téd sijoituksen jilkeen w kdy lapi vélin R\[-1,0]. Téa-
maé on siis g1:n maarittelyalue. Funktion g; kayttayty-
minen maarittelyalueen paatepisteissa saadaan kaytta-
malld seuraavia tunnettuja raja-arvoja: uEI—‘,I-loo g1(u) =

e alhaalta ja li%l+ g1(u) = 1 ylhaaltd, koska sijoitus
{/w + 1. Edel-

leen lirjn1 _ g1(u) = +0o0, koska kantaluku léhestyy nol-

w = % muuttaa sen raja-arvoksi lim
w——+00
laa ylapuolelta, kun eksponentti lahestyy lukua —1. Lo-
pulta lim ¢;(u) = e ylapuolelta. Tamén nikee, kun
U——00

tekee sijoituksen w = —u. Funktio g; on jatkuva maa-
rittelyalueellaan. Voidaan todistaa, etta se on aidosti
kasvava vileilld (—oo, —1) ja (0,+00). Sen kuvaaja on
esitetty kuvassa 2.

n

[

Kuva 2. g1(u) = (1+ %)u

Nyt olemme valmiit piirtdméan ei-triviaalit ratkaisut
parametrisoinnilla (g1 (), g2(u)),u € R\[—1,0]. Ne on
esitetty kuvassa 3. Luonnollisesti tdmé on yhtapité-
véd alkuperéisen parametrisoinnin (h(v),v-h(v)), (v >
0,v # 1) kanssa. Kun u kasvaa —oo:sta —1:een, pis-
teet (g1(u), go(u)) madrittavat alemman oikeanpuolei-
sen kaaren kuvaajassa, koska ensimmaéinen koordinaat-
ti kasvaa e:std +oo:44n, toisen vihetessa aidosti e:sté
l:een. Kaantden, kun u kasvaa 0:sta +oo:d8n, pis-
teet (g1(u), g2(u)) kuvaavat ylemmén vasemman osan
kaaresta, koska ensimmaéainen koordinaatti kasvaa 1:sté
e:hen ja toinen koordinaatti vahenee 4-oo:sta e:hen. 45°
kulmassa oleva suora, kuten jo tiedamme, tulee triviaa-
leista ratkaisuista. Taten kuva 3 siséltaé kaikki positii-
viset parit (x,y), joissa vastaavat potenssit ovat vaih-
dannaisia. Ratkaisujen symmetrisyys ilmenee kuvaajan

symmetrisyydessé suhteessa suoraan y = z. Triviaalit
ja ei-triviaalit ratkaisut kohtaavat pisteessi (e, e).

Kuva 3.

Joitakin yksinkertaisia seurauksia

Edella tehty analyysi tarkoittaa esimerkiksi, ettei po-
tenssi ole vaihdannainen, jos kantaluku ja eksponent-
ti ovat eri lukuja ja suuruudeltaan alle 1, koska ei-
triviaalitapauksessa g;:n ja go:n molempien arvot ovat
> 1. Samoin jos z,y > e ja x # y, niin yhtalolla
x¥ = y* ei ole ratkaisuja. Lisdksi parametriesityksen
korvaus lausekkeessa x¥ tuottaa lausekkeen

Voidaan todistaa, ettd tdmén funktion arvojoukko on
vali (€%, +00), mikd merkitsee esimerkiksi, etta jos ¥ <
€® ja x # y, niin z¥ # y=.

Kokonais- ja rationaalilukuratkaisut

Positiivisen reaalilukuratkaisun jalkeen siirrytdan tar-
kastelemaan yhtdlon x¥ = y® niitd ratkaisuja, jotka
ovat kokonais- tai rationaalilukuja. On olemassa tri-
viaaliratkaisuja — jokaisella kokonais- tai rationaalilu-
vulla z, kun > 0 ja y = x ovat sopivasti valittuja
— ja ei-triviaaliratkaisuja. Kokonaislukuratkaisut voi-
daan paatelld kayttamalla kuvan 3 kuvaajaa: ylempi
haara sisaltaa ainoastaan kokonaislukukoordinaattisen
pisteen (z,y) = (2,4), koska ensimméinen koordinaat-
ti tdyttad ehdon 1 < = < e, kun taas tiedosta e < 3
seuraa z = 2 (ja vastaavasti y = 4). Symmetriasta joh-
tuen ainoa kokonaislukkukoordinaattinen piste alem-
malla haaralla on (4,2). Nam4 ovat (1):n kokonaisluku-
ratkaisut.

Jotta saataisiin rationaalisia ratkaisuja, niin paramet-
rin v arvot on maarattiavé sellaisiksi, ettd molemmat
parin (h(v),v - h(v)) jasenistd ovat positiivisia ratio-
naalilukuja. Jos h(v) ja v - h(v) ovat rationaalilukuja,
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niin my6s v:n on oltava rationaaliluku, koska h(v) on
positiivinen. Voimmekin oletettaa, ettd v = %, missa
p ja g ovat yhteistekijattomid positiivisia kokonaislu-
kuja. Epétriviaaleja ratkaisuja etsittdessa tdytyy olla
v # 1 jap # q. Jos sijoitetaan v +— %, niin vain =
ja y vaihtuvat keskenadn, joten on tarpeellista tutkia
vain tapausta v > 1 (tai yhtdpitavésti p > ¢). Taméa
tarkoittaa kuvan 3 kuvaajan ylemmén vasemman haa-
ran tutkimista. Olkoon p > g > 1. Sijoittamalla g =

saadaan

Kun m = p — ¢, niin m > 1 on kokonaisluku. Osoite-

taan ensin, ettd jos m > 1, niin h(%) = m,/é’—z
olla rationaaliluku. Koska p:1ld ja ¢:lla ei ole yhteisia
tekijoita, niin murtoluku g—q on sievennetyssa muodos-

sa. Téllaisen murtoluvun m:s juuri voi olla rationaali-
nen vain, jos seka osoittaja ettd nimittaja ovat m:nsia
potensseja.

el voi

Olkoon “{/g = 4, missé 7, s ja a, b ovat keskeniéin jaot-
tomia lukuja (voidaan olettaa, ettd r,s,a,b > 0). Tal-
16in on voimassa L = ‘;—: ja edelleen a™ ja b™ ovat kes-
kenadn jaottomia. Koska supistettu muoto rationaali-
luvuista on yksikésitteinen (osoittaja ja nimittaja ovat
positiivisia), padttelemme, etta r ja s ovat m. potens-

seja.

Néin ollen — kun tehddin vastaoletus, ettd h(Z) on ra-
tionaalinen — on voimassa p? = a™ ja q¢¢ = b™. Nyt ¢:lla
ja m:lla ei ole yhteisia tekijoita, koska p = g+ m ja p:n
ja m:m suurin yhteinen tekija on 1, mista seuraa, etta
p ja q ovat m:nsia potensseja. Lopuksi otetaan mieli-
valtainen luku p:n alkulukuhajotelmasta. Jos sen eks-
ponenttia merkitadn k:lla, niin sen eksponentti p:n ha-
jotelmassa on p? = k - ¢, joka on jaollinen m:1la. Koska
m:n ja ¢:n suurin yhteinen tekija on 1, huomataan, etta
k on jaollinen m:ll4, ja siksi p on m:s potenssi. Samalla
tavalla osoitetaan, ettd myos ¢ on m:s potenssi.

Nyt yhtdsuuruus m = p — q ei voi olla voimassa, koska
kahden m:nnen eri potenssin erotus on suurempi kuin
m. Jos nimittdin ¢; > to > 0 ovat kokonaislukuja, niin

=t = (g —to) (7 A Rt TR D),

ja oikea puoli on suurempi kuin (t; —t3)-m-t5"" !, joka
on vahintdan yhta suuri kuin m.

Olemme siis osoittaneet, ettd jos m = p — ¢ > 1, niin
h(2) on irrationaalinen.

q
Tapauksessa m = 1 (ts. p = ¢+ 1) h(v) = (%1 4
on selvisti rationaalinen. T&lloin v - h(v) = (9%;1)‘1‘*‘1.
Kayttamaélla ¢:n sijasta n:4a saadaan rationaaliratkaisu

1 1
=(1 e =(1 ~\n+1
z= 1+ )" jay =1+ )",

tai painvastoin, kokonaisluvuilla n > 1. (Jos n = 1, niin
kaava antaa jo 16ydetyn kokonaislukuratkaisun z = 2 ja

y = 4.) Néin ollen ndma4 ratkaisut ovat ne kiyran (kuva
3) pisteet, joissa molemmat koordinaatit ovat rationaa-
lilukuja.

Kyseiset jonot z = (1+ )" jay = (1 + )" ovat
tarkeitd reaalianalyysissé, koska ne lahestyvat lukua e,
kun n — 4o0: tamé vakio méaritelldan yleenséd néaiden
jonojen raja-arvona. Olemme néyttaneet toteen niiden
erdan toisen mielenkiintoisen ominaisuuden, nimittéin
sen, ettd niiden toisiaan vastaavat termit ovat ainoat
(positiiviset ja erisuuret) rationaaliluvut, joille potens-
sit ¥ ja y” ovat vaihdannaisia.

Toisenlainen lahestymistapa

Lopuksi esitetdan toisenlainen ldhestymistapa, jolla
saadaan tietoa yhtélon x¥ = y* ratkaisuista. Jos koro-

tetaan yhtélon molemmat puolet potenssiin ,;_ly (z,y >

0), saadaan T = y%, miké edellyttdd saman funk-
tion (el valttamatta eri muuttujien) kahden arvon yh-
tasuuruutta: alkuperdinen yhtéalo on yhtéapitava yhtéa-
l6n f(z) = f(y) kanssa, kun f(t) = t*, t > 0.

Saamme triviaaliratkaisun, kun x = y. Kysymys kuu-
luukin, voiko yhtélo péated, kun x # y? Analyysié jat-
kamalla osoitetaan (kiyttdmalla raja-arvoa ja funk-
tion monotonisuutta), ettd funktio f on valilla (0, 1)
bijektio ja kuvaa vilit (1,e) ja (e,00) vilille (1,e¢).
(Fuktio on aidosti kasvava vililld (1,e) ja aidosti vé-
henevé vililld (e, 00).) Funktion f jatkuvuuden avul-
la voidaan osoittaa, etta alkuperaiselld yhtalolla on ei-
triviaaliratkaisuja: jokaista 1 < z < e kohti on ole-
massa tdsmaélleen yksi y (e < y < 4o00) siten, ettd
f(z) = f(y), ja kddntden jokaista e < & < +oo kohti
on olemassa tasmaélleen yksi y (1 < y < ¢e) siten, ettd
f(x) = f(y), katso kuva 4. Jos x € (0, 1] tai x = e, vain
y = x antaa tuloksen f(z) = f(y).

Yhteenvetona, jos € (0,1] tai z = e, niin on ole-
massa yksikésitteinen y, kun taas jos x € (1,e) tai
x € (e,+00), niin on olemassa kaksi y:td siten, ettd
x¥ = y”®. Talla ldhestymistavalla saadaan selville hel-
posti ratkaisujen maara, mutta ei itse ratkaisuja.

Fy

rt
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Liitannaisyys

Tarkoituksena on méarittaa kaikki ne positiiviset luvut
x,y, 2, joille on voimassa

(z¥)? = 2,

Yhtélon vasen puoli on selvisti sama kuin z¥%*. Jos
x # 1, niin saadaan yz = y*. Tdmén yhtdlon saim-
me juuri vaihdannaisessa tapauksessa. Jos z = 1, niin
jokainen positiivinen y on ratkaisu, muulloin y = h(z).

Téaméan vuoksi saamme ratkaisuiksi kaikki positiiviset
luvut z, y, 2, joiden potenssit tayttavat seuraavat ehdot
(katso kuva 5):

(1,y,2), missi y,z > 0,

(x,y,1), missd z,y > 0, x # 1,
(z,h(z),2), missda ¢,z >0, z#1, z # 1.

,
7
AT

W
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s

Kokonais- ja rationaalilukuratkaisut

Vaihdannaisen tapauksen tutkimisesta saatiin tulok-
sena rationaaliratkaisut. Lahtemalla reaalilukuratkai-

Lahde: K6MaL, http://www.komal.hu.

suista paadytaan siihen tulokseen, ettd positiiviset ra-
tionaalilukupotenssit ovat liitdnnéisid, jos kolmikko
(x,y, z) kuuluu johonkin seuraavista luokista:

(1,y,2), missd y, z > 0 ovat rationaalilukuja,

(z,9,1), missd x,y > 0, ovat rationaalilukuja, = # 1,

< ( 1)" n+1
xz, 1+_ )
n n

on rationaaliluku ja n positiivinen kokonaisluku,

1 n+1 n
x,<1+—> o , missda 0 < x #£1
n n

on rationaaliluku ja n on positiivinen kokonaisluku.

), missd 0 < z # 1

Kaksi ensimmaisté tapausta ovat triviaaleja. Kaksi jal-
kimmaéista johtuvat ratkaisuista (x, h(z), z), koska vaih-
dannaisessa tapauksessa on koottu yhteen kaikki ratio-
naaliluvut v, joilla h(v) on my6s rationaaliluku. (Kor-
vaa v nyt z:lla.) Silloin havaitsemme, ettd jos v = %,
kun p > g > 1 ja p, ¢ ovat kokonaislukuja, niin h(v) on
rationaalinen, jos ja vain jos p = ¢+ 1, mika johtaa kol-
manteen tapaukseen (kun korvataan g n:lla ja sallitaan
my0s, ettd ¢ = 1). Lopuksi, jos jalleen v = §, mutta
talla kertaa p > ¢ > 1, niin vaihdannaisen tapauksen
todistus on oikea, kun vaihdetaan p ja q keskenaén ja
saadaan ainoaksi mahdollisuudeksi ¢ = p+ 1. Tama on
kuvattu neljdnnelld rivilld. (Tapaus p = ¢ on jo kisitel-
ty yll&, koska téssa z # 1.)

Samoin kuin kokonaislukuratkaisuissa kolmas rivi yl-
haaltd antaa kokonaislukuratkaisuja vain, jos n = 1,
mutta viimeinen rivi ei koskaan, joten yhtélén (2) po-
sitiiviset kokonaislukuratkaisut ovat seuraavassa:

(1,y,2), missi y, z > 0 ovat kokonaislukuja,
(x,y,1), missd x,y > 0 ovat kokonaislukuja, x # 1,

(x,2,2), missd x > 1 on kokonaisluku.
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