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Niukan esittely

Tuomas Korppi

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Klassisesta matematiikasta 10ytyy paljon mielenkiintoi-

: Hei kaikki, mina olen universaalikvantto-

ri.

: Hoh, Aa, mikés titteli tuo nyt on olevi-

naan?

: Matemaatikot kutsuvat ylosalaisin kaéan-

nettyd A:ta universaalikvanttoriksi.

: Jos kerran aletaan hienostelemaan, niin

en minédkaén sitten ole Fe, vaan eksistens-
sikvanttori.

Palataan kuitenkin asiaan. Me seikkailem-
me kirjoitelmassa Pelataan niukkaa.

: Me pelaamme sielld kaikenlaisia peleja.

Kirjoitelma 16ytyy Solmu-lehden
verkkoversiosta, ja sen osoite on

http://solmu.math.helsinki.fi/2005/1/.

sia ongelmia ja niiden nerokkaita ratkaisuja.
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En mina vain ole 16ytédnyt matematiikas-
ta mitdan mielenkiintoista. Matematiik-
kahan on vain kokoelma suttuisia kaavo-
ja paperilla.

Ehka asiaan pitéisi syventyé. Kaavat ovat
vain kieli asioiden ilmaisemiseen, ja ehké-
pa ne kaavojen kuvailemat asiat ovat mie-
lenkiintoisia.

No siind tapauksessa jonkun pitaisi kyl-
14 kehittad houkuttelevampi tapa kuvata
asioita.

Esimerkki tallaisesta ongelmasta on jatkuvuuden mas-
ritteleminen: Kuinka voisimme antaa matemaattisesti
tasmallisen luonnehdinnan, jonka avulla voisimme erot-
taa jatkuvat funktiot muista funktioista?

V: Jatkuvuus on venyva ominaisuus. Jos jat-
kuvan funktion kuvaajaa venytetdan eri
tavoin, on tuloksena edelleen jatkuvan
funktion kuvaaja.

J: Kuinka sitten voisi laskea, onko funktio
jatkuva? Laskun tuloshan on aina tdsmaél-
linen, eika siind ole mitdan epamaaraista
tai venyvaa.

V: En tiedd. Ehkd Tuomas kertoo, kunhan
luemme hiukan pidemmalle.

Erés ensimmaéisend mieleen tuleva tapa luonnehtia jat-
kuvuus on kdyttaa infinitesimaalisen pienen (eli aéret-
tomén pienen) muutoksen kisitettd: Funktio on jatku-
va, jos sen arvo muuttuu infinitesimaalisen vahan, kun
pistetta, jossa funktion arvoa tutkitaan, muutetaan in-
finitesimaalisen vahén. M&aritelmé toimii, jos infinite-
simaalisen pienen luvun kasite saadaan kehitettya toi-
mivaksi. Infinitesimaalisen pienen luvun késite saadaan
kehitettyd (Abraham Robinsonin Epdstandardi analyy-
si), mutta se on monimutkaista jopa matemaattisesti
koulutetulle henkilolle.
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d: Nyt Tuomas alkoi puhua jostain yliopis-
totason kamasta, joka vaatii vuosikausien
perehtymistd. Jos jatkuvuuden ymmaérta-
minen vaatii yliopistotason opintoja, mi-
né taidan mielummin l&hted pelaamaan
peleja.

V: Ehka voisi 10ytyd joku tapa luonnehtia
jatkuvuutta ilman, etta taytyy viitata aa-
rettoméan pieniin lukuihin.

3J: Just joo. Viitatko muka, ettd voisimme
viitata adrettoméan pieneen muutokseen
kiertoilmauksella, jossa itse asiassa puhu-
taan pelkédstaan darellisen kokoisista lu-
vuista? Vahén niin kuin poliittisesti kor-
rektisti.

Differentiaali- ja integraalilaskennan kehitys suunnil-
leen vuosina 1600-1900 paljasti, etta tallainen kier-
toilmaus on olemassa. Funktio on jatkuva pisteessé a,
jos kaikilla € > 0 on olemassa § > 0, jolle kaikilla x,
| —a| < 0, patee |f(x) — f(a)] <e.

J: Tuosta mind en ymmérrd holkdsen po-
laysta.

V: Katso hiukan tarkemmin. Kylla sind ym-
marrat kaikki merkit. € ja § ovat vain re-
aalilukumuuttujia.

J: No joo, mutta niistd muodostettu koko-

naisuus on niin monimutkainen, ettei sita
pysty hahmottamaan.

Kiertoilmauksessa esiintyy kolminkertainen kvanti-
fiointi ”kaikilla ...on olemassa ...siten, ettd kaikilla
...péatee ...”. Sen hahmottaminen on todella vaikeaa.

V: Kvantifiointi tarkoittaa ilmauksia ”kaik-
ki” ja ”on olemassa”.

Onneksi matemaattinen logiikka tarjoaa tavan hahmot-
taa sisakkaisia kvantifiointeja. Lause

”Kaikilla € > 0 on olemassa ¢ > 0, jolle kai-
killa z, |z —a| < 6, pétee |f(z) — f(a)] < €’

ajatellaan pelin, jossa pelaajat V ja 3 valitsevat vuo-
rotellen arvoja muuttujille €, § ja z.

J: No niin, nyt paastiin asiaan.

V yrittdd valita arvot niin, ettd lauseen ehto |f(z) —
f(a)| < € on epitosi, ja 3 yrittéda valita arvoja niin,
ettd ehto on tosi. Lauseen totuus riippuu siitd, kum-
malla pelaajalla on voittostrategia. Jos voittostrategia
on 3114, on lause tosi, ja jos voittostrategia on V:lla,
on lause epétosi. (Helsingin yliopiston matematiikan ja
tilastotieteen laitoksen loogikot ovat muuten kunnos-
tautuneet erilaisten logiikkaan liittyvien pelien tutki-
muksessa.)

J: Pelataan jatkuvuuspeli pisteessd 0 funk-
tiolle f: R — R; f(x) = 5.

Valitsen e:n arvon 0, 1!
Valitsen §:n arvon 0, 01!
Valitsen z:n arvon 0, 001!

|f(z) — f(0)] =0,001-5=0,005<0,1=
€. Voitin!
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Pelataan niukkaa-kirjoitelmaa lukiessa ei tarvitse tyy-
tya passiivisesti omaksumaan esitettya asiaa, vaan luki-
ja paasee itse ratkomaan tehtavia, joissa etsitdan voit-
tostrategioita jatkuvuutta kuvaaviin peleihin.

V: Ja vaikeissa kohdissa me annamme hyvia
neuvoja.

J: Pelataan jatkuvuuspeli pisteessd 0 funk-
tiolle f: R — R; f(z) = z*.

V: Kuule, tdméa teksti alkaa olla liian pitka
paperiversioon.

d: Lahdetaanko sitten verkkoversioon pelaa-
maan? Osoitehan on
http://solmu.math.helsinki.fi/2005/1/.

V: Léhdetdan vaan. Vaikka lukija olisi tip-
punut kérryiltd tatd johdantoa lukiessa,
se ei haittaa. Verkkoversiossa asiat selite-
tdan huolellisesti alusta pitéden.

J: Eika siella puhuta mistddn kolminker-
taisista kvantifioinneista, vaan jatkuvuus
madritellddn suoraan pelin avulla.



