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Opettaja, vaadi perusalgebran

osaaminen!

Kyosti Tarvainen
PhD, yliopettaja
Helsingin ammattikorkeakoulu Stadia

Algebran perustaitojen ongelma

Insinéoriopintonsa aloittavien ylioppilaiden matemaat-
tisissa taidoissa esiintyy erittdin vakavia puutteita.
Esimerkiksi Helsingin ammattikorkeakoulun rakennus-
osastolla tehdyissd diagnostisissa testeissa tyypillisesti
vain puolet uusista ylioppilaista osaa ratkaista yhté-
l6parin, kolmasosa kaikki potenssilaskusdannot, neljés-
osa murtolukujen ja murtolausekkeiden laskusaannot;
muutamat ylioppilaat eivat osaa ratkaista yksinkertais-
takaan yhtaloa.

Vaikka ammattikorkeakoulun tekniikan opinnoissa ma-
tematiikkaa kaytetddn useassa kurssissa ja sen takia
oppilailla on yleensa hyva motivaatio oppia sitd, puut-
teet perustaidoissa eivit parane itsestdan opintojen ku-
luessa. Siksi ammattikorkeakouluissa on ryhdytty toi-
menpiteisiin, joilla matematiikan perusosaaminen pyri-
tadn saamaan nopeasti kuntoon.

Yksi keino ovat perusmatematiikan testit, jotka on 1a-
paistava — testi on suoritettava niin monta kertaa, kun-
nes osoittaa osaavansa perusasiat. Helsingin ammatti-
korkeakoulussa tallaisia kokeita on jarjestanyt yliopet-
taja Pertti Toivonen (1998). Espoon-Vantaan teknilli-
sessd. ammattikorkeakoulussa on vastaavanlainen tes-
ti (Peltola, 2001). Seuraavassa selostetaan Helsingin

ammattikorkeakoulun rakennusosastolle kehitettyé pe-
rusalgebran kohentamisjarjestelmaé, joka on toteutet-
tu vuosina 2000-2002 kolmella ylioppilasluokalla ja kol-
mella ammattikoulupohjaisella luokalla.

Perusalgebran testi

Kahdella ensimmaéiselld tunnilla on pidetty laaja 102
tehtavan diagnostinen testi, joka kasittda algebraa,
geometriaa, differentiaali- ja integraalilaskentaa. Tes-
tin jalkeen algebran perusteita on kerrattu ylioppilail-
la 14 oppituntia. Kertauksen jéalkeen on pidetty perus-
algebran ensimméinen testi. Se késittdd seuraavat 11
tehtavatyyppid; yhden uusintatestin tehtavét ovat esi-
merkkeiné.

A. Algebran lausekkeiden kasittely: samanmuo-
toisten termien yhdistiminen, sulkujen poisto

Sievenna seuraavat lausekkeet:

a) 2a+ 3ab + 4a® + 3ab
b)z+y—(1+z—-y)+1+y
c) 5—(4—(a—0b)—b
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B. Algebran lausekkeiden kisittely: summan
kertominen ja jakaminen

Poista sulut, sievenna lausekkeet:

a) 5(2a + 3b)
b) ab—a(3 —b)

6a — 3b
3

ma + mab +m

c)

d)

m

C. Murtolausekkeiden kerto- ja jakolasku

Sievenna seuraavat lausekkeet:
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D. Murtolausekkeiden supistaminen

Supista ne lausekkeet, jotka voi supistaa:

T+ a
r+b

6a

12a2

a(x +y)b
2(x +y)

abe
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E. Murtolausekkeiden yhteenlasku

Suorita yhteen- ja vihennyslaskut:
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F. Ensimmadiisen asteen yhtalo: tavalliset *x-
yhtalot”

Ratkaise seuraavat yhtalot:

a) 2x+1=4(x —3)+8

x+1+2x+1_
3 5

b) 2

G. Ensimmaisen asteen yhtil6: suureen ratkai-
seminen kaavasta

Ratkaise kysytty suure annetusta yhtélosta:

F
i
a) o T
b) 11:l2+at, t?
—b
¢) p=1002"" a7
a

H. Lineaarinen yhtalopari

Ratkaise yhtélopari

20 +y=11
3z 42y =19

I. Yhtalot, joissa potensseja tai neliojuuria

Seuraavien tehtévien kaavoissa kaikki suureet ovat po-
sitiivisia. Ratkaise kysytty suure.

a) c? =4a®+ b2, b?
4

b) V= —mrd r?
3

c) c=+Va%+ b2, b?

J. Toisen asteen yhtalo

Ratkaise seuraavat yhtalot:

a) 22 -9=9
b) 22 +42 =0

c) 2 +2x—6=0

K. Potenssilaskusaannot

Sovella potenssilaskusédantojé seuraaviin lausekkeisiin:
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c) adytady?
d) («°)*
8
a
e) g
f) ¥ +1
1
g) a”? — pol

Uusintatestien kulku

Esimerkiksi eraalla ylioppilasluokalla ensimmaisen tes-
tin kaikki tehtavat ratkaisi oikein joka toinen. Testia 1a-
paisemattomat saivat pakollisia kotitehtéavia niisté teh-
tavatyypeista, joita eivat hallinneet. Lisatehtévét oli
otettu Teknisten ammattien matematiikka 27 -kirjasta
(Kinnunen et al., 1985). Jokainen tehtavétyyppi tuli
suorittaa niin monta kertaa, ettd se osattiin. Seuraava
taulukko néyttda, miten ylioppilaat kyseiselld luokalla
saivat tehtavatyyppeja suoritetuiksi.

Taulukko. Ylioppilaiden suorittamattomien tehtévéa-
tyyppien viheneminen; rivi kuvaa yhden henkilon ke-
hitysta. Yksi henkilo tarvitsi 4 uusintakertaa. Kuusi-
toista opiskelijaa suoritti kaikki tehtavat ensimmaéises-
sd testissa, eivatka he siksi esiinny tassa taulukossa.

0 1 2 3
BD B
DIK K
CDEIK C
CK
BCDGI D
BCIJK K
DCJK D
CDEGIK | DEG G
EI
CK CK
CFI F
CDE CE
ABCEFK | ABCEFK | CEF
BEFIJK BEFK EK
FGK F
K K
Sarakkeet:

(
(1
(
(3

0) Perusalgebran testissé suorittamattomat tehtévét.
) 1. uusintatestissé suorittamattomat teht&vét.

2) 2. uusintatestissé suorittamattomat tehtavit.
) 3. uusintatestissé suorittamattomat tehté&vét.

Ammattikoulupohjaisilla luokilla huonoa ldhtétasoa
kuvaa se, ettd vain noin joka viides osaa ratkaista yk-
sinkertaisen yhtélon, esimerkiksi yhtalon. Nailla luokil-
la algebran opetukseen on kaytetty ensin 74 oppituntia.
Sitten on pidetty perusalgebran testi, jonka tyypillisesti
neljannes luokasta lapaisee ensimmaisella kerralla; jot-
kut tarvitsevat viitisen uusintaa.

Kukaan ei ole purnannut — kaikki oppilaat ovat ko-
keneet perusalgebran kohentamisprojektin kotitehtavi-
neen ja uusintatesteineen mielekkéaksi. Vaikka kaikki
suorittavat kaikki tehtévatyypit, virheitd tulee jatkos-
sakin, koska laskentarutiinien hankkiminen on laimin-
lyOty aiemmissa opinnoissa.

Opiskelijoiden nakemyksia huo-
non osaamisen syista

Kun ylioppilailta on kyselty, miksi he eivat ole oppineet
matematiikan perusasioita lukiossa, he eivéat ole moitti-
neet matematiikan opettajia epapéateviksi; painvastoin
moni on Kkiitellyt opettajansa perusteellista ja innos-
tavaa opetusta. Opiskelijoiden esittdmat syyt huonoon
osaamiseen voidaan luokitella seuraaviin neljaan ryh-
maan, joiden perédssa on henkilokohtaisia kommentteja
ammattikorkeakoulun opettajan nakokulmasta.

Lukion oppimé&iarian laajuus. Asioita on niin pal-
jon, ettd niitd ei ehditd kayda kunnolla lapi. Kom-
mentti: Ottaen huomioon matematiikan perusasioiden
surkean osaamisen, aihepiirien ja aineiston karsintaa
olisi tehtava paljon. On tarkedd, ettd kaikki oppivat
matematiikan perusteet hyvin lukiossa ja aiemmissa
opinnoissa. Hyvien perustaitojen turvin sitten ne, jot-
ka tarvitsevat paljon matematiikkaa ammattiopinnois-
saan, oppivat tarvitsemansa matematiikan osa-alueet
kyllda myohemminkin: tieddmme, ettd niista lukiolai-
sista, jotka 1950-, 1960-, 1970-luvuilla suorittivat laa-
juudeltaan nykyistd huomattavasti suppeamman op-
pimadran, on tullut esimerkiksi maailmanmenestysta
saavuttaneiden kdnnykdiden ja risteilyalusten suunnit-
telijoita, kansainvalisid matematiikan tutkijoita.

Motivaatio. Monella opiskelijalla ei lukiossa ole ollut
motivaatiota opiskella matematiikkaa; ei ole ollut tietoa
siitd, ettd tulee tarvitsemaan matematiikkaa ammat-
tiopinnoissaan. Kommentti: Matematiikan motivaatio-
ongelma alkaa ilmeisesti jo ala-asteella, kun peleihin
ja muuhun arkipéivéan liittyva aritmetiikka on opittu,
ja paéttyy vasta korkeakouluissa, joissa matematiikkaa
toden teolla kéytetddn eri aloilla. Muistan, kuinka lu-
kion matematiikan opettajani Ahti Kantanen kertoi he-
ti aluksi erittdin painokkaasti, ettd matematiikkaa tu-
levat tarvitsemaan myohemmissad opinnoissaan kaikki
paitsi papit. Hén ei yrittdnyt koko ajan esittad, kuinka
juuri opiskelemamme asiat olisivat valittomasti tarpeen
kaytannon ongelmissa. Se, etta nykyisin usein yritetdan
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jatkuvasti vakuutella matematiikan hyodyllisyytta on-
gelmanratkaisuilla, on oppilaiden aliarvioimista ja joh-
taa ongelmien késittelyyn, joilla on vdhan tekemista
varsinaisen, ammattiopinnoissa ja matematiikan opin-
noissa tarvittavan matematiikan kanssa, seka kirjojen
paisutteluun niin, ettd oppilaiden on vaikea hahmottaa
matematiikan keskeisid asioita. Martio (2001) vertaa
ongelmanratkaisun korostamista 1970-luvun virheeseen
“uuteen matematiikkaan” ja esittdd, ettd suomalais-
ten koululaisten menestyminen eraissa kansainvalisis-
sd vertailuissa perustuu sellaiseen osaamiseen ongel-
mien ratkaisuissa, mika ei kuvasta varsinaisen mate-
matiikan osaamista. Varmasti monet ongelmanratkai-
sut ovat lukiossa motivoivia, mutta tarkeinté olisi luo-
da matemaattiset valmiudet ammattialojen todellisten
ongelmien kasittelyyn ja matematiikan opiskeluun kor-
keakouluissa. Opettajien on tunnettava matemaattiset
tarpeet korkeakouluopinnoissa ja valitettava tata tie-
toutta oppilaille motivaatioksi. Globaalissa maailman-
taloudessa Suomen hyvinvoinnin yllapito perustuu tek-
nologiseen osaamiseen, jossa matematiikalla on ratkai-
sevampi merkitys kuin yleisesti tiedetaan.

Vahiiset vaatimukset. Monet opiskelijat moittivat
lukio-opetustaan siita, ettd niista padsi lilan helpos-
ti 1api osaamatta edes perusasioita; poissaoloja sallit-
tiin; pakollisia kotitehtavid toivottiin nyt jalkikateen.
Kommentti: Korkeakouluissa vaaditaan todellista eika
suhteellista osaamista. Absoluuttista osaamista perus-
asioissa on vaadittava jo aiemmin: ammattikorkeakou-
luissa nakee paljon ylioppilaita, jotka ovat lukiossa tot-
tuneet siihen, ettd kursseista péadsee ldpi vahaisin tie-
doin, ja jotka tajuavat realiteetit liian mydhéan joutuen
lopulta lopettamaan osaamattomuuden suohon vajon-
neet opintonsa. Opiskelijoiden oman edun vuoksi ma-
tematiikan opettajan tulee vaatia matematiikan perus-
teiden osaaminen kaikilta oppilailta — mitadn sivistyk-
sellista vahinkoa ei tapahdu, vaikka sitten my6hemmin
osoittautuukin, etta jotkut eivat matematiikkaa tarvit-
se.

Hitaammin oppivien tukeminen. Lukion opetta-
jlansa ovat eraat opiskelijat arvostelleet siitd, ettd he
kiinnittiviat huomionsa hyvin menestyviin oppilaisiin ja
jattivat hitaammin matematiikkaa oppivat oman on-
nensa nojaan. Kommentti: Matematiikassa tosiaan pe-
rinteisesti kunnioitetaan huippuosaajia, mutta jokaisen
opettajan tulisi kuitenkin tietda, kuinka laajasti mate-
matiikkaa tarvitaan jatko-opinnoissa ja kuinka tarke-
aa siksi on karsivallisesti varmistaa, etta kaikki oppi-
vat hyvin matematiikan perusasiat. Moni hitaasti ma-
tematiikkaa oppiva ei myohemmin sité aktiivisesti kéy-
td ammattieldméassd, mutta tarvitsee sitd korkeakou-
luopinnoissa. Olen opettanut monia lukion matematii-
kassa kuutosen saaneita opiskelijoita, jotka ovat me-
nestyneet hyvin matematiikassa motivoiduttuaan sité
harjoittelemaan ja joista on tullut hyvia insindoreja.

Johtopaatoksia ja ehdotuksia

Kurssimuotoisessakin lukiossa on huolehdittava perus-
asioiden osaamisesta, ettei kdy niin, etta opiskelija paa-
see jokaisesta kurssista lapi opittuaan pintapuolises-
ti joitain uusia ideoita, osaamatta kuitenkaan mate-
matiikan perusteita. Tamé koskee myoOs lyhyen mate-
matiikan lukijoita. Esimerkiksi rakennusosastolla opis-
kelevista ylioppilaista noin kolmasosa on suorittanut
lyhyen matematiikan. Siis my0s lyhyen matematiikan
opettajan on opiskelijoiden oman edun vuoksi vaaditta-
va, ettd he osaavat hyvin matematiikan perusteet. Etu-
kéteen lukiossa ei voi tietad, ketka tulevat mychemmin
tarvitsemaan matematiikkaa.

Vaikka korkeakoulujen ammattiaineiden kannalta on
tarkeinté, etté opiskelijat hallitsevat rutiininomaisesti
perusmatematiikan, jota ammattiaineet sitten kaytté-
vat hyvéksi omia ilmiditdan kuvatessaan ja niiden on-
gelmia ratkaistessaan, on erittdin tarkeaa, etta opetet-
tavat asiat perustellaan hyvin. Perustelut edistavat op-
pilaiden omakohtaista ajattelua — vastakohtana on se
ikava tilanne, ettd opiskelija kokee matematiikan tyl-
sané kaavakokoelmana. Lukiossa ja ammattikouluissa
perustelujen ei tarvitse olla korkeakoulutasoisia. Vai-
keat tasmalliset perustelut voidaan esittda alaviitteissa
tai liitteissa lahjakkaimpien opiskelijoiden hy6dyksi.

Matematiikan perusteita opiskeltaessa on myos opit-
tava muutamia asioita ulkoa kuten esimerkiksi trigo-
nometristen funktioiden méaritelmét, jotka vain noin
puolet rakennusosaston uusista ylioppilaista muisti.
Kun esimerkiksi statiikassa jatkuvasti esiintyy sineja ja
kosineja, ei opiskelija ehdi oppitunneilla kaavakokoel-
maa selaten saada selville niiden maérittelyjé. Se, etta
muistaa perusmadritelmat ja -tulokset, joita matema-
tiikassa ei ole paljon, on nykyisenkin kasvatustieteelli-
sen perussuuntauksen, konstruktivismin, mukaista: ih-
misen téytyy rakentaa omaa osaamista, ja yhten osa-
tekijédna siind on perusasioiden muistaminen.

Ammattikorkeakouluissa uusia asioita opetettaessa né-
kee, kuinka harjaantumattomia useat opiskelijat ovat
hahmottamaan ja painamaan mieleenséd opetettavan
asian keskeisia médritelmié ja tuloksia. Kaavakokoel-
mien kaytolld on ollut tassa suhteessa turmiollinen vai-
kutus. Kaavakokoelman sijasta opettaja voi selvésti sa-
noa, mitka asiat taytyy osata ja muistaa, ja hén voi
kokeessa antaa vihemman tarkedt yhtalot. Kaavako-
koelmien kéyton kritiikkié esitettiin jo Kivelan (1994)
artikkelissa.

Ylioppilaskirjoitukset

Matematiikan perusteiden oppimiseksi jo lukiossa on
esitetty erittdin hyvi ehdotus: matematiikan yliop-
pilaskirjoitusten jakaminen kahteen osaan (Toivonen,
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1995). Kaksiosaista koetta ovat MAOL ja SMFL kan-
nattaneet (Bjorkman, Parviainen, 2000). Ensimmé&inen
osa késittaisi pakollisten kurssien keskeisten siséltojen
hallintaa mittaavia, ldhinnd mekaanisia tehtéavia. Sii-
hen siséaltyisi siten edellisen kaltaisia perusalgebran teh-
tavia seka eraitd geometrian ja trigonometrian tehtavia
sekéd mekaanisia derivointi- ja integrointitehtéavia. Tau-
lukkokirjojen kaytto ei olisi sallittua. Toinen osa kasit-
taisi matematiikan soveltamiseen ja ongelmien ratkai-
suun liittyvid tehtavid, joissa matemaattinen malli on
ensin itse muodostettava ja sitten ratkaistava.

Myos Ylioppilastutkintolautakunnan vuonna 1998
asettama matematiikan kokeen kehittdmisryhméa piti
kaksiosaista koetta kaikin puolin hyvana, mutta kat-
soi kuitenkin, ettei tassa vaiheessa kaytannon jarjeste-
lyjen vaikeuden vuoksi ole mahdollista ehdottaa kah-
teen kokeeseen siirtymistd (Lahtinen, 1999). Nyt oli-
sikin pohdittava, miten kéytannon jarjestelyt voitai-
siin toteuttaa. Ehka hankalin puoli alkuperaisessé eh-
dotuksessa oli kokeen kaksipdivaisyys. Kuitenkin ma-
tematiikan taidot voidaan varmasti testata myos ny-
kyisen kuuden tunnin aikana. Kaksiosainen koe voitai-
siin toteuttaa esimerkiksi seuraavasti: ensin on 2 tun-
nin matematiikan perusteiden koe, jossa on ratkaistava
ilman taulukkokirjaa esimerkiksi 40 suoraviivaista, me-
kaanista tehtavad; ajan loputtua vastauspaperit kera-
tadn pois ja jaetaan soveltavia tehtavia neljan tunnin
ajaksi. Arvostelussa voitaisiin kumpaakin osaa painot-

taa yhta paljon.
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