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Kolmogorovin aksioomat ja frekvenssitulkinta
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Solmun numerossa 2/2002 aloitettiin todenn&koisyys-
laskentaa kasitteleva kirjoitussarja. Osassa 1 kasitel-
tiin todennékoisyyslaskennan historiaa ja muutamia
todennékoisyyden tulkintoja: klassista, frekventististé
ja geometrista. Osassa IT (Solmu 1/2003) esitettiin mo-
dernin todennakoisyyslaskennan perusta: Kolmogoro-
vin [2] aksioomat.

Téssa kirjoitussarjan kolmannessa osassa emme mene
tarinassa eteenpéin vaan syvemmalle. Osoitamme, etta
Kolmogovin aksioomat ovat siind mielessd sopiva ma-
temaattinen malli todenndkéisyyslaskennalle, etta frek-
venssitulkinta voidaan johtaa niistd. (On itsestddn sel-
vaa, ettd klassinen ja geometrinen tulkinta seuraavat
Kolmogorovin aksioomista.)

Kolmogorovin aksioomat
Kertaamme lyhyesti kirjoitussarjan osassa II esitetyt
aksioomat, eli kolmikon (2, F,P).

) on perusjoukko, josta kohtalon jumalatar, Lady For-
tuna, valitsee satunnaiskokeen tuloksen w.

F on kokoelma :n osajoukkoja, joka on suljettu nu-
meroituvan monien joukko-operaatioiden suhteen (siis

F on o-algebra, ks. osa II). Kutsumme F:n jisenid
tapahtumiksi. Valttamatta kaikki (2:n osajoukot eivét
siis ole tapahtumia. Syy tahén valitettavaan seikkaan
16ytyy mittateorian syvista vesistd. Emme kasittele ta-
ta aihetta enempéa. Lukija voi lohduttautua silla, etta
kaytannossa on vaikeaa keksia osajoukkoa, joka ei ole
tapahtuma.

P on todennékoisyys, siis kuvaus tapahtumajoukolta
F reaalilukujoukolle R, joka toteuttaa ehdot

(TN;) P(A) > 0 kaikilla tapahtumilla A,

(TNy) P(Q2) =1,

(TN3) jos Aj, Aa, ... ovat tapahtumia, joista korkein-
taan yksi voi sattua kerrallaan, niin

P(GAZ) - iP(Ai).
=1 =1

Kohdat (TN;) ja (TN3) ovat luonnollisia. Kohta
(TN3), tdysadditiivisuus, on vihemmén viaton. Siita
seuraa esimerkiksi, ettemme voi valita luonnollista lu-
kua umpiméhkéén (siis siten, ettd jokaisella luvulla
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on yhté suuri todennikdisyys tulla valituksi). Jokainen
varmasti hyvaksyy, ettd todennakoisyys on additiivi-
nen:

(TN%) jos tapahtumat A; ja Ay eivdt voi molemmat
sattua samalla kertaa, niin

P(A; UAy) = P(4y) + P(Ay).

Jos lisaksi hyviksymme, ettd todennakoéisyys on jatku-
va;

(TNY) jos tapahtumien jono Ay, Ag, ... on laskeva, toi-

sin sanoen A; D Ay D -+, niin
P( N An) = lim P(4,),
n=1

niin joudumme hyvaksymaén taysadditiivisuuden. Ni-
mittdin (TN%) yhdessd (TNY%)m kanssa on yhtéapité-
vé (TN3):n kanssa. Emme perustele téta téssa, vaikka-
kaan perustelu ei ole erityisen hankala. Joka tapaukses-
sa additiivisuus tdydessd muodossaan on valttaméaton
frekvenssitulkinnan kannalta.

Huomautamme lopuksi, etta tdysadditiivisuudesta seu-
raa, ettd olivatpa joukot A, As,... erillisii tai eivét,
niin joka tapauksessa

(1) P(DAZ») < iP(Ai).

Epéayhtélon (1) oikealla puolella on litkaa joukkojen
Aq, Ao, ... mahdolliset paallekkaisyydet. Kahden jou-
kon tapauksessa tama paallekkaisyys on helppo néahda:

P(AUAy) = P(A)) +P(4y) — P(A; N Ay)
< P(A1)+P(A2).

Toistokoe: riippumattomien tois-
tojen satunnaiskoe

Frekvenssitulkinnassa on kyse toistokokeesta, eli yhdes-
ta ja samasta satunnaiskokeesta, jota toistetaan loput-
tomasti. T&lloin :n alkiot ovat jonoja

w = (w,wa,...).
Téassa w; on se alkio, jonka Lady Fortuna valitsee tois-
tossa 4. Lisdksi toistot ovat riippumatomia: jos A ja
B ovat tapahtumia, jotka maaraytyvat erillisten tois-

tokertojen perusteella, niin

P(ANB) = P(A)P(B).

Toistokokeella ei siis ole muistia: aikaisemmat tapah-
tumat eivat vaikuta tulevien tapahtumien todennéakéi-
syyksiin.

Tyypillinen esimerkki toistokokeesta on kolikon heit-
to. Jos kolikko on joka heitolla samanlainen, se ei siis
esimerkiksi kulu heitossa, niin toistot ovat riippumat-
tomia.

Olkoon nyt A jokin yksittdiseen satunnaiskokeeseen
liittyva tapahtuma. Esimerkiksi kolikon heitossa se voi-
si olla ”kolikko laskeutuu klaavapuoli ylospain”. Koska
kyse on toistokokeesta, merkitsemme

A; = {A sattuu toistossa i} .

Tapahtuma A; riippuu w:sta vain koordinaatin w; kaut-
ta. Siten A;:t ovat riippumattomia.

Frekvenssitulkinta binomi-

muuttuja

ja

Olkoon n luonnollinen luku. Tapahtuman A frekvenssi

#{i: A, i<n}

{niiden i < n lukumasara, joilla Ai}

Fn[A] =

= {niiden toistojen ¢ < n lukumaara,

joilla A; sattuu}

ja sen suhteellinen frekvenssi

FolA]

fn[A] =

Jos f,[A] suppenee jossakin mielessé kohti jotain lukua
p, niin télléin tulkitsemme, ettd p = P(A).

Koska tapahtuma A on jatkossa aina sama, niin kirjoi-
tamme lyhyesti F,, = F,,[A] ja f, = fa[A]

Kasittelemme nyt hieman suppenemista

(2) fa — p

Ongelma tamén suppenemisen ymmartamisessa on se,
ettd f, ei ole mikdan kiinted luku. Se on satunnais-
muuttuja, eli funktio perusjoukolta €2 reaaliluvuille R.

Kiinnittamalla w €  voimme tarkastella tavallista re-
aalilukujonojen suppenemista ja yrittdd osoittaa esi-
merkiksi, etté

falw) — p  kaikilla w € Q.

Tamaé siis vastaa funktioiden pisteittdistd suppenemis-
ta. Emme kuitenkaan voi toivoa mitaan néin hienoa tu-
losta. Taman naemme tarkastelemalla kolikon heittoa.
Olkoon A; tapahtuma ”i:nnelld heitolla tulee klaava”.
Jos w = (klaava, klaava, .. .), niin f,(w) = 1. Toisaalta
jos w = (kruuna, kruuna, . ..), niin f,(w) = 0.
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Maéérittelemme suppenemisen (2) seuraavassa osiossa
kahdella eri tavalla. Sitd ennen késittelemme satunnais-
muuttujia F, ja f,.

Oletamme nyt, ettd tapahtumilla A; on todennikéi-
syys Kolmogorovin aksiomaattisessa mielessa. Merkit-
semme p = P(A;). Téassé P on todennékoisyys jonoava-
ruudessa {2, vaikkakin itse tapahtuma liittyy vain yk-
sittéiseen toistoon ¢. Talloin F,, siis laskee ”onnistu-
neiden” tapahtumien lukumaaran n:n toiston sarjassa,
kun yksittaisen ”onnistumisen” todennakéisyys on p.
Satunnaismuuttuja Fj, saa siis jonkin arvon joukosta
{0,1,...,n}. Etsimme nyt satunnaismuuttujan F,, ja-
kauman, toisin sanoen kuvauksen

k +— P(Fn = k)

Tarkastelkaamme tapahtumaa {F,, = k}. T4lloin siis A
on sattunut k kertaa ja jadnyt sattumatta n — k ker-
taa. Nain voi kdydd mm. silloin, kun A sattuu aluksi
k kertaa ”putkeen”, eli tapahtumat A, As, ..., Ag
sattuvat, ja tamén jdlkeen ei A enédé satu, eli tapahtu-
mat A7, A% ,, ..., A;, sattuvat. Koska P(4;) = p,
niin P(A$) = 1 — p. Siten juuri kuvatun tapahtuman
todennakoisyys on riippumattomuuden nojalla

3) p" - (1-p)" k.

Yleisesti ottaen ”onnistumisien” A; ei tarvitse tapah-
tua aluksi ”"putkeen”, vaan ne voivat tapahtua missa
tahansa kohtaa n:ssé toistossa. Kuitenkin jokaisen yk-
sittdisen n toiston tapahtuman, jossa on k kappaletta
”onnistumisia”, todennékoisyys on (3). N&ita yksittai-
sid tapahtumia on, kuten kirjoitussarjan osassa I todet-

tiin,
ny n!
k) kl(n —k)!

eri kappaletta. Siten, aksiooman (TN3) nojalla,

n

P(F, =k) = (k>p’“(1—p)""“~

Sanomme, etta F;, on binomijakautunut parametrein n
ja p, ja kidytdmme merkintaéa F,, ~ Bin(n, p).

0 2 4 6 8
I

0 2 4 6 8
I

j| ———
0 1

0 03 07 1

0 2 4 6 8
I

0 2 4 6 8
I

0 028 066 1 0 028 065 1

Kuva 1. Satunnaismuuttujan f,, = F,/n jakauma, kun
p=0,2jan=1,10,50,100.

Suurten lukujen lait

Tarkastelemme, missd mielessd raja-arvo (2), ja siten
frekvenssitulkinta, voidaan ymmartaa. Jo aikaisemmin
huomasimme, ettd funktioiden pisteittdinen suppene-
minen on liian vahva kasite téssé yhteydessa.

Heikon suurten lukujen lain tapauksessa ymmarramme
suppenemisen f,, — p niin, etta

(4) P(|fo—p|>¢) — 0

milla tahansa luvulla € > 0. Suppeneminen kaavassa
(4) tarkoittaa tietysti tavallista reaalilukujonon suppe-
nemista. Heikko suurten lukujen laki tarkoittaa siis si-
té, ettd todennikoisyys sille, ettd f, poikkeaa luvusta
p menee kohti nollaa, kun n kasvaa. Sanomme myo0s,
ettd f,, suppenee kohti lukua p stokastisesti.

Vahva suurten lukujen laki on lahella funktioiden pis-
teittaista suppenemista: ymmaéarramme suppenemisen
fn — p niin, etta

(5) P(fo—p) = P({weﬂ:fn(w)ﬂp}) = L

Kyse on siis siité, ettd funktiot f, suppenevat pisteit-
tain kohti lukua p paitsi ehké jossakin poikkeuksellises-
sa pistejoukossa, jonka todennakéisyys on nolla. Tal-

16in sanomme myos, ettd f, suppenee kohti lukua p
melkein varmasti.

Ensimmaéisen version suurten lukujen laeista todisti
Jakob Bernoulli [1]. Hénen kunniakseen satunnais-
koetta, jossa on kaksi tulosmahdolisuutta, kutsutaan
Bernoulli-kokeeksi ja siten Bin(1,p)-jakautuneesta
satunnaismuuttujasta kéytetddn myoOs nimitysta
Bernoulli-muuttuja.

Mainittokoon vield, etta kirjoittajan mielestd nimitys
"suurten lukujen laki” ei ole erityisen onnistunut. Pa-
rempi nimitys olisi ”loputtomien toistojen laki”. Onne-
ton nimitys lienee Siméon Poisson’n peruja.

Suurten lukujen lakien perustelu

Téaméa on kirjoituksen tekninen osio, sen matemaat-
tinen pihvi. Todennékédisyyslaskennan teoriasta va-
hemman kiinnostunut lukija halunnee siirtya suoraan
osioon ”Varoituksen sanoja”.

Heikko tapaus
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Tehtavandmme on 10ytaa sellainen yldraja

(6) r(n,e) = P(|fu—p| >¢),

ettd r(n,e) — 0 kaikilla positiivisilla e. Tadm4 ei it-
se asiassa ole erityisen vaikeaa. Ennakoimme kuitenkin
vahvan tapauksen ja etsimme sellaisen ylarajan, joka
suppenee riittdvan nopeasti. Tama on jo hieman han-
kalaa. Kédytdmme luennoissa [3] esitettyé tekniikkaa.

Tarkastelemme aluksi tapahtumassa

{[fo=plz e} = {[Fn—np| = ne}

itseisarvon positiivista puolta. Olkoon r > 1 ja a €
(p, e+p] sellainen luku, ettd an € N (tallainen luku 16y-
tyy, kunhan n on riittdvén iso). Koska F), on Bin(n, p)-
jakautunut, niin

P(Fn > (E—l—p)n)
< P(FnZan)
_ — (n k(q_ . \n—k
S (k p"(1-p)

IA

.

Q| =
3
HMQ
1 s

< = (Z) (rp)*(1=p)"".

k=0
Binomiteoreeman, siis sen joka kertoo miten sulut ava-

taan, nojalla

n

Z(Z)(rp)k(l—p)"‘k = (rp+(1-p)".

k=0

Siten
(7) P(F, >an) < r%(rp - (1—p))n.

Epéayhtélon (7) vasen puoli ei riipu parametrin r > 1
valinnasta. Etsimme siten optimaalisen arvon r:lle. Op-
timikohta loytyy tavalliseen tapaan derivoimalla. Ja-
tdmme nama tyoladt, mutta suoraviivaiset yksityiskoh-
dat lukijalle. Toteamme vain, ettd minimikohta on

1—
_pi > 1.
p

Tmin =

1—a

Sijoittamalla 7min:n kaavaan (7) saamme ylarajan
P(fn —-p 2 5) S Ca,p (Tmin)ian

= g+ (nv 6)'

Téssé on tiarkedd, ettd ylaraja g4 (n,e) suppenee kohti
nollaa eksponentiaalista vauhtia.

Tarkastelemme nyt itseisarvon negatiivista puol-
ta. Vaihtamalla onnistumiset epadonnistumisiksi huo-
maamme, ettd satunnaismuuttuja n — Fj, on binomi-
jakautunut parametrein n ja 1—p. Koska

{-F, >na} = {n—F, > (1—a)n},
niin voimme paételld, kuten edelld, etté
P(f,-p<—¢) < g-(ne),

missd g_(n,e) suppenee nollaan eksponentiaalista
vauhtia.

Yhdistamalld saadut ylarajat olemme todistaneet hei-
kon suurten lukujen lain. Voimme nimittain valita yla-

rajaksi (6)

g(r.e) = g4(r,e) +9-(r,e).

Vahva tapaus

Kéaytamme eksponentiaalista ylarajaa (6) ja seuraavaa
tulosta.

Borel-Cantellin lemma. Olkoot A1, As, ... sellaisia

tapahtumia, ettd sarja

S P4,

suppenee. Télloin A, sattuu, melkein varmasti, vain
ddrellisen monella indeksilld n. Toisin sanoen

P(An darettoman usein) = 0.

Téssd {A,, ddrettomén usein} on niiden w €  joukko,
joilla w € A,, ddrettomén usealla ideksilla n.

Perustelemme nyt Borel-Cantellin lemman. Merkit-
semme aluksi
oo
B, = U A;.
i1=n
Toisin sanoen B, = {A; jollakin i > n} . Siten
o0
{An jarettoman usein} = ﬂ B,,.
n=1

Joukot B, ovat laskevia: B,+1 C B,. Siten todenna-
koisyyden jatkuvuudesta (aksiooma (TNY%)) seuraa, et-
ta

P(nﬂan) = lim P(B,).

Toisaalta epayhtédlostd (1) seuraa, etta

P(B,) < i P(4,).
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Lemman véite seuraa kokoamalla ylla luettelemamme
(epd)yhtalot:

P(An adrettoman usein)

e

= lim P(B,)
< i ;
< Jm ) P(4)

= 0.

Vahva suurten lukujen laki seuraa nyt suoraan Borel-
Cantellin lemmasta. Nimittain, jos

An,k = {|fn7p| > %}7

niin f,, /4 p tarkoittaa, ettd A, j sattuu jollakin k € N
ddrettOman usein. Siis

oo

{fn#p} = U {An,k jarettoman usein}.

k=1

Toisaalta ylirajan (6) nojalla P(A, ) < g(n, 1),
missé (g(n, 1//{))2021 suppenee sarjana. Siten, Borel—

Cantellin lemman nojalla,
P(A, ; ddrettomén usein) = 0.
Lopulta véite seuraa epayhtélosta (1):

oo
P( U {An,k darettoman usein})
k=1

P(fn Vs p) =

o0
Z P(A, ; ddrettdmén usein)
k=1
o0

IN

0
1

Il
(el

Vahva suurten lukujen laki seurasi siis siité, etta kai-
killa e > 0

(8) S P(lfa—p|2¢) < .
n=1

Satunnaismuuttujajono, joka toteuttaa ehdon (8), sup-
penee kohti lukua p nopeasti. Esitettyjen kolmen sup-
penemisen véalinen suhde on:

nopea

4

melkein varma
stokastinen.

Néama implikaatiot ovat siind mielessa aitoja, ettei niita
voida kaantaa.

Varoituksen sanoja

Frekvensitulkinnan mukaan suhteellinen erotus

F, —np
| fn — p| — ’"7
n
suppenee kohti nollaa, kun n kasvaa. Absoluuttisen ero-
tuksen tapauksessa kuitenkin

|Fn—np — 00,

vieldpa niin ettd F,, — np saa mielivaltaisen suuria ja
pienia arvoja. Todennakéisyys ei siis ole mikaan kumi-
nauha, jonka kohtalo pakottaa kohti keskiarvoa. Se ei
vastaa nakemystd ”kosmisesta oikeudenmukaisuudes-
ta”, jonka mukaan onnistumisien jéalkeen on seurattava
epaonnistumisia ja ettd jokainen on keskimaarin yhta
hyva. Kohtalo voi toki muistaa aikaisemmat epaonnis-
tumiset, mutta satunnainen riippumaton toistokoe ei
niita muista.

10
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KuvaA 2. Simuloidut polut F,,—np ja f,—p, kun p = 0,2
jam=1,...,1000.

Jos siis pelaat rulettia ja olet havainnut 9 punaista ja
1 mustan, niin ei kannata ruveta pelaamaan mustaa
sen takia, ettd ”pitaddhéan niitd mustiakin tulla, kun on
tullut niin paljon punaisia”’. Itse asiassa nyt kannat-
taa pelata punaistal Syyn tdhén kerromme seuraavissa
kirjoituksissa.
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