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Johdanto

Niin sanotut muistikolmiot (kulmat 45°, 45°, 90° tai
30°, 60°, 90°) lienevét tuttuja useimmille lukiolaisille.
Niistdhiin saadaan heti mm. kaavat sin(45°) = 1/v/2,
sin(30°) = 1/2 ja sin(60°) = +/3/2. Sinin vithennys-
ja yhteenlaskukaavojen avulla saadaan helposti lausek-
keet myo6s luvuille sin(15°) ja sin(75°):

(1) sin(15°) sin(45° — 30°)

(2) sin(75°) =

S
=+
S

Her&a kysymys: Onko olemassa muita kokonaisasteisia
terdvia kulmia, joiden sinit voidaan esittad ”yksinker-
taisina” lausekkeina? Osoittautuu, etté tillaisia 16ytyy.
Voidaan esimerkiksi nayttaa, etta

(3) sin(18°) = ‘/34_ L)

Miten kaava (3) johdetaan? Voidaan valita joko geo-
metrinen tai algebrallinen ldhestymistapa.

Geometrinen menetelma

Geometrinen menetelmé perustuu kuvion 1 tasakylki-
seen kolmioon OAB, jossa kulma AOB on 36° ja muut
kaksi kulmaa 72°. Kuvioon on lisatty myos kulman
BAO puolittaja, joka jakaa kolmion kahteen uuteen ta-
sakylkiseen kolmioon. Oletamme, ettd sivujen OA ja
OB pituus on 1. Sivun AB pituutta on merkitty z:lI4.
Sivuilla AC ja OC on sama pituus z, kuten helpos-
ti ndhdaén. Kolmio ABC on selvésti yhdenmuotoinen
ldhtokolmion OAB kanssa, joten

xT

1
l—z
Ratkaisemalla 2:n suhteen saadaan x = (—1 £ v/5)/2.
Negatiivinen vaihtoehto voidaan tietenkin sulkea pois,
joten x = (v/5—1)/2. Tisti kaava (3) seuraa varsin suo-
raan tarkastelemalla suorakulmaista kolmiota OMA,
missd M on janan AB keskipiste.
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Kuva 1.

Lyhyesti kompleksiluvuista

Kaavan (3) algebrallinen johto perustuu kompleksilu-
kujen kayttoon, joten aluksi aivan lyhyesti ja pintapuo-
lisesti muutama sana kompleksiluvuista niille, joille ne
ovat outoja ja tuntemattomia. Yleinen kompleksiluku
voidaan esittdd muodossa a + bi, missa a ja b ovat reaa-
lisia ja ¢ on erikoinen kompleksiluku, ns. imaginaariyk-
sikkd, jolle pétee i = —1 (my0s: v/—1 = 4). Havainnol-
lisesti voidaan kuvitella kompleksiluvun z = a + bi vas-
taavan xy-tason pistettd (a,b). Lukua a kutsutaan z:n
reaaliosaksi, merkitddn Re(z), ja lukua b puolestaan z:n
imaginaariosaksi, merkitdin Im(z). Kompleksiluvuilla
voidaan tehd& nelja peruslaskutoimitusta +, —, -, /,
jolloin kaikki tavalliset laskusddnnot ovat voimassa. Ai-
na tarvittaessa on syyta kayttaa dsken mainittua kaa-
vaai? = —1. Luvun z = a+bi liittoluku z on luku a—bi.
Luku va? + b2 on z:n pituus |z|. Helposti todetaan yh-
teydet 2z = a? + b = |2|? sekd Re(z) = (2 + 2)/2.

Algebrallinen menetelma

Kompleksiyht#lolla 2° = 1 eli
(4) 25 —1=0

on viisi ratkaisua eli juurta, jotka sijaitsevat tasavalises-
ti kompleksitason yksikkdympyralld (kts. kuva 2). Téa-
maé seuraa kompleksilukujen juurenoton teoriasta, joka
sisaltyy kaikkiin kompleksilukujen alkeiden peruskurs-
seihin. Yksi juuri on luonnollisesti 1. Juuret yhtyvat
siis eradn saannollisen viisikulmion karkiin. Olkoon z;
tason 1. neljanneksessé sijaitseva juuri. Luvun z; napa-
kulma (= kulma, jonka ko. kompleksiluku muodostaa
positiivisen z-akselin eli reaaliakselin kanssa) on ilmei-
sesti 72°. Koska z; toteuttaa yhtalon (4) ja

P —1=0-DE*+2+22+2+1),
niin voimme paatella, etta
(5) A+t +za+1=0.

Siirrymme nyt yhtdlon (5) ratkaisemiseen. Otamme
kayttoon apumuuttujan

1
6 — =
(6) w zlJer,

jolle pétee
(7) w? +w—1=0
yhtdlén (5) ansiosta. Tarkistal

Toisen asten yhtalolld (7) on kaksi juurta: wy = (v/5 —
1)/2 ja wy = (—v/5 — 1)/2. Saatuamme niin w:n esil-
le (tosin kaksikésitteisend), voimme laskea z;:n arvon
yhtdlod (6) hyvaksi kdyttdmalla. Neljannen asteen yh-
talon (5) ratkaiseminen on néin palautettu kahden pe-
rakkaisen toisen asteen yhtalon ratkaisemiseen. Tutki-
taan asiaa hieman ldhemmin. Kun kaytetadn yhtélossa
(6) arvoa wsq, saadaan luvulle z; arvot

-v5-1
+ + \/negatiivinen luku
V51

1 + 4 - (reaaliluku),

(tarkistal), siis kaksi kompleksilukua, joilla on yhteinen
negatiivinen reaaliosa. Tama ei kay, silla sopimuksen
mukaan z; sijaitsee imaginaariakselin oikealla puolella.
On siis kaytettdva w:n arvoa wi, mikéa antaa

V-1
4

+ /negatiivinen luku

Vh—1
4

zZ1 =

+4 - (reaaliluku),

Néemme siis, ettd luvun z; reaaliosa Re(z1) on
(v/5 — 1)/4. Toisaalta kuvion 2 perusteella Re(z;) =
cos(72°) = sin(90° — 72°) = sin(18°). Néin on algebral-
linen ratkaisu saatu paatokseen.

Esitamme lopuksi vield vaihtoehtoisen paattelytavan,
joka ei nojaudu melkoista kekselidisyytté vaativaan si-
joitukseen (6). Y14 sanotusta (kts. kuva 2) voidaan
paatella ettd polynomin

(8) A4z 41

nollakohdat ovat z1, 2%, z; ja 2%, joten ko. polynomi
voidaan esittid myos muodossa (z — z1)(z — 29)(z —
z1)(z — 22) eli

(9) 2' = (2142 + 22+ 72)23
+ (2142 + 284+ 7% +2)22
+ (1 +a+2+7)24+1

(tdssi on kilytetty mm. kaavaa 2121 = |21|> = 1). Ver-
taamalla lausekkeiden (9) ja (8) z3-termien kertoimia
todetaan, ettd —(z1 + 21 + 27 + 22) = 1 eli, ottamal-
la kiyttoon lyhennykset o = Re(z1) = (21 + 21)/2 ja
B =Re(2}) = (s + 27)/2,

(10) 20 + 28 = —1.
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Samaan tapaan jatkamalla saadaan z2-termien kertoi-
mia vertaamalla, etta

n+Hn+8+84+2=1 eli n+n+2454+72 =1
Toisaalta 4af = (21 + 21) (23 + 22) = 21 + 21 + 23 + 23,
joten
(11) daf = —1.
Eliminoimalla 8 yhtéloista (10) ja (11) saadaan lopuksi
—14++5

T

Miinusmerkki juuren edessa voidaan jélleen sulkea pois
z1:n sijainnin perusteella.

a=Re(z) =

Z,

N,

Kuva 2.

Epilogi

Kulmien 18° ja 15° (kts. johdanto) sineille on edel-
14 saatu juurilausekeet. Kulman 3° = 18° — 15° sinin
lauseke voidaan nyt helposti 16ytad sinin vahennyslas-
kukaavan avulla, kunhan vield muistetaan tuttu kaava

cos @ = /1 — sin? ¢. Tulos on

VB - 1)(VB+v3) ~ V3V 4 VB (VG ~ V)

sin(3°) = ( 16

Sinin yhteenlaskukaavaa kayttdmélla voidaan tdmén
jalkeen johtaa kaikkien kulman 3° kokonaisten moni-
kertojen sinit: 6° = 3° 4+ 3°, 9° = 6° + 3° jne. Vastaa-
vanlaisten lausekkeiden 16ytédminen luvuille sin(1°) ja
sin(2°) ei sen sijaan ole mahdollista.
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