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Yksinkertaisista jaollisuustesteista
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Savonlinnan OKL, Joensuun yliopisto

Lukion pitkassd matematiikassa jaollisuustesteja kasi-
telladn ainakin jossakin laajuudessa logiikan ja luku-
teorian syventévilla kurssilla. Solmussa jaollisuustes-
tien kannalta keskeistd kongruenssin kasitetta on puo-
lestaan tarkasteltu ainakin artikkeleissa [2] ja [5]. Taméa
kirjoitus on jonkinlainen yhteenveto siitd matematii-
kasta, jota yksinkertaisten jaollisuustestien konstruoi-
miseksi tarvitaan.

Jakoyhtalo ja kongruenssi

Jakoalgoritmin tai oikeammin jakoyhtdlon nimella tun-
nettu lause on erds keskeisimmista lukuteorian tyo-
kaluista. Se voidaan ilmaista esimerkiksi seuraavassa
muodossa.

Lause 1. Olkoot a ja m kokonaislukuja siten, etta
n > 0. T&lloin on olemassa yksikasitteiset kokonais-
luvut ¢ ja r siten, etta

a=qgn+r ja 0<r<n.

Todistus. Olkoon
E={reZ:r>0jar=a—qn jollakin q € Z}.

Talloin E on epétyhja, silla jos a > 0, on a € E, ja jos
a < 0,on a—an € E. Niin ollen joukossa E on pienin

alkio rg = a — gon. Lisdksi rg < n, silla muuten
rm=a—(p+1n=rg—n>0
ja siksi r1 € F, mika olisi ristiriita.
Oletetaan, etta
a=qn+r=¢n+7, missi0<r<nja0d<r <n.
Talloin
P r=(-dn
joten " — 7 on jaollinen luvulla n. Koska 0 < r < n ja
0<r" <mn,on
—n<r —r<n.

Nain ollen ' —r = 0 eli r = 7/, jolloin myos ¢ = ¢,
koska n > 0. O

Usein sanotaan, etta luku a on jaettava, n jakaja, g osa-
madra ja r jakojaannos. Jos luvuilla a ja b on yhteisen
jakajan n suhteen samat jakojaédnnokset, talloin luvut
a ja b ovat kongruentit modulo n, ja tatd merkitdan
kirjoittamalla

a =b (mod n).

Maaritelmésta seuraa valittomasti, ettd luvut a ja b
ovat kongruentit modulo n, jos ja vain jos a — b on
jaollinen luvulla n.
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Esimerkki. Koska 17 =3-5+2ja —18 = —4 -5+ 2,
niin

17 = —18 (mod 5).

Toisaalta sama asia ndhdaan siita, ettd 17 — (—18) =
35="7-5.

Kongruenssi modulo n on ekvivalenssirelaatio koko-
naislukujen joukossa (ks. esim. [5]), joten se toi-
mii ikaddnkuin relaatio = kokonaislukujen tavallises-
sa aritmetiikassa. Jakojdannosten aritmetiikka muis-
tuttaa muutenkin monessa suhteessa kokonaislukujen
tavallista aritmetiikkaa, silld voimme todistaa muun
muassa seuraavat kongruentteja lukuja koskevat las-
kusaannot.

Lause 2. Olkoon a = b (mod n) ja ¢ = d (mod n).
Talloin
a+c=b+d (mod n)
ja
ac = bd (mod n).
Todistus. Koska a — b = kn ja ¢ — d = In joillakin
k,l € Z, on
(a+c)—(b+d)=(a—0b)+ (c—d)=(k+Dn.

Lukujen a+ ¢ ja b+ d erotus on siis jaollinen luvulla n,
joten ne ovat kongruentit modulo n.

Vastaavasti

ac — bd = (ac — bc) + (be — bd)
=(a—b)c+ (c—d)b
= (ck + bl)n,

misté toinen véiite seuraa. O
Olkoon k > 2 luonnollinen luku. Induktion avulla tai

soveltamalla Lausetta 2 riittdvéin monta kertaa perédk-
kéain ndemme edelleen, etta

k k
(1) > ai=> b (mod n)
=1 =1
ja
(2) aijag - A = b1b2 s bk (IHOd n)

jos a; = b; (mod n) kaikilla ¢ =1, ..., k.

Huomautus. Jakojaannosten aritmetiikka poikkeaa
kuitenkin hieman kokonaislukujen tavallisesta aritme-
tiikasta. Koska esimerkiksi 14 = 8 (mod 6) ja 7 #
4 (mod 6), kongruenssiyhtéalon puolittainen jakaminen
ei onnistu kaikilla vakioilla.

Kongruenssi ja jaollisuustestit

Se, onko luku z jaollinen luvulla n, selvida yleensa hel-
poiten jakamalla x luvulla n esimerkiksi taskulaskimen
avulla tai kasin jakokulmassa. Jos x on hyvin suuri,
jakaminen ei kuitenkaan onnistu taskulaskimella. Toi-
saalta jakokulmassa laskemistakaan ei voida pitaé eri-
tyisen tehokkaana tapana tutkia suurten lukujen jaol-
lisuutta. Tall6in on etsittéava joko uusia tapoja suorit-
taa jakolasku tai sitten menetelmia, joissa testattava
luku voidaan korvata sellaisella luvulla, jonka jakami-
nen onnistuu helpommin. Lause 2 ja kaavat (1) ja (2)
osoittautuvat tassa hyodyllisiksi.

Koska kokonaisluvun z jaollisuus luvulla n > 0 ei rii-
pu sen etumerkisté, riittda tarkastella vain positiivisten
kokonaislukujen jaollisuutta. Talloin jokaista lukua x
vastaa luonnollinen luku k& > 1 siten, etta

(3)  x=apl0f 4+ ap_ 110" + ... + @110 + ao,

missé a; € {0,1,2,...,9} kaikilla ¢ = 0,1, ..., k. Jakoyh-
talon nojalla kaikilla ¢ € N 16ytyy luku b; siten, etta
0 < b; < n ja 10" on kongruentti luvun b; kanssa mo-
dulo n. T4lléin Lauseen 2 ja kaavojen (1) ja (2) nojalla
on z jaollinen luvulla n, jos ja vain jos

(4) arbg + ag—1bg—1 + ... + a1b1 + ag = 0 (mod n).

Jos z on suuri, on kaavan (4) vasen puoli huomattavas-
ti pienempi kuin z. Lisiksi kaavaa (4) voidaan soveltaa
useita kertoja perakkain.

Kolmella jaollisuus

Olkoon n = 3. Koska 10 = 1 (mod 3), on kaavan (2)
nojalla 10¥ = 1 (mod 3) kaikilla & > 1. Luvut b; ovat
siis kaikki ykkosia kaavassa (4), joten kaavan (3) muo-
dossa esitetty luku = on jaollinen luvulla 3, jos ja vain
jos

ar + ag—1 + ... + a1 + a9 = 0 (mod 3).

Esimerkiksi 29 760 183 on jaollinen luvulla kolme, silla
24+94+74+6+0+1+8+3=36=0 (mod 3).

Kahdella ja viidella jaollisuus

Olkoon n € {2,5}. Koska 10 = 0 (mod n), on kaavan
(2) nojalla 10* = 0 (mod n) kaikilla k > 1. Tillsin kaa-
van (3) muodossa esitetty luku x on jaollinen luvulla
n, jos ja vain jos

ag =0 (mod n).
Esimerkiksi 976 213521 ei ole jaollinen kahdella eika

viidella, silld
1 # 0 (mod n),

silloin kun n € {2,5}.
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Joissakin jaollisuustesteissa kannattaa sallia luvuille b;
myo6s negatiivisia arvoja. Jos x ei ole luvun n moni-
kerta, jakoyhtéalostéa seuraa, kun alkuperédinen osaméaé-
ra korvataan yhta suuremmalla kokonaisluvulla, ettd x
voidaan kirjoittaa yksikésitteisesti myos muodossa

r=qn+r, missa g€ Zja —n<r <O0.

Jokainen kokonaisluku, ja erityisesti jokainen 10?, on
siis kongruentti myos sellaisen luvun b; kanssa, missa
—n < b; <0.

Jaollisuus luvulla 11

Koska 10 = —1 (mod 11), kaavasta (2) seuraa, ettd
10* = (=1)* (mod 11) kaikilla £ > 1. Niin ollen kaa-
van (3) muodossa esitetty luku z on jaollinen luvulla
11, jos ja vain jos

ap(=1)* +ap_1 (=11 + ... —a; +ap =0 (mod 11).

Edellisen kaavan nojalla on siis ilmeisté, etta esimer-
kiksi 987 654 321 123 456 789 on jaollinen luvulla 11.

Joskus testattava luku = kannattaa esittdd muodossa,
jossa kantalukuna on 100, 1000 tai vielakin suurempi
kymmenen potenssi. (Yksinkertaisimmat kertoimet lu-
vulla n jaollisuuden testiin saadaan tietysti silloin, kun
luku z esitetdan n-lukujarjestelman mukaisessa muo-
dossa...)

Jaollisuus luvulla 13

Koska 10 = —3 (mod 13), 10> = —4 (mod 13), 103 =
—1 (mod 13), 10* = 3 (mod 13), 10° = 4 (mod 13),
10 = 1 (mod 13), 107 = —3 (mod 13) jne., on arvol-
la n = 13 kaavassa (4) kertoimet by = —3, by = —4,
by = —1, by = 3, b5 = 4, bg = 1 jne. Jos = esitetdan
kuitenkin muodossa

z = ¢51000% + ¢,_11000% 71 + ... + ¢;1000 + ¢o,

missd ¢; € {0,1,2,...,999} kaikilla ¢ = 0,1, ..., k, saa-
daan luvun x kolmellatoista jaollisuuden ehto nyt kaa-
vojen (1) ja (2) nojalla muotoon

Ck(—l)k + Ckfl(—l)k_l +..—c1+tc = 0 (HlOd 13)

Jos x ja n ovat molemmat hyvin suuria lukuja, edella
kuvatusta tavasta konstruoida jaollisuustesteja ei ole
suuresti apua, ellei lukua n voida esittda pienempien
(alku-)lukujen tulona. Suuren luvun jakaminen tekijoi-
hin on yleensé kuitenkin hyvin tydldstd. On arvioitu,
ettd tietokoneella, joka suorittaa miljardi operaatiota
sekunnissa, 100-numeroisen luvun jakaminen tekijoi-
hin kestdd noin 26 vuorokautta ja 200-numeroisen lu-
vun jakaminen vajaat 4 miljoonaa vuotta. Vield vuonna
1988 200-numeroisen luvun tekijéihinjako olisi maksa-
nut suurin piirtein saman verran kuin miehittamaton
kuumatka.
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