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Johdanto

Kirjoitin viitteessd [5], ettd koska laajennuksessa
kompleksilukujen joukosta C kvaternioiden joukkoon
H menetetdin kertolaskun vaihdantalaki, niin kvater-
nioilla ei ole kovin suurta merkitysta. Talla en suinkaan
véahatellyt kvaternioita (painvastoin totesin niiden kiin-
nostavuuden), vaan 1dhinné vertasin niiden merkitysta
kompleksilukujen merkitykseen.

Kirjoitin myés, ettei lukukasitettd kannata laajentaa
H:sta eteenpéin, silla seuraavassa laajennuksessa, jol-
loin tiytyy operoida R®:ssa, menetetdan kertolaskun
liitantalakikin. Koska pidin tata laajennusta mielen-
kiinnottomana, en viitsinyt mainita uusien lukujen ni-
med. Ne ovat oktonioita ja niiden joukkoa merkitaén
O:1la.

(Englanninkielisen sanan octonion sujuvampi ka&nnos
olisi oktoni. Talloin olisi johdonmukaista kdantaa qua-
ternion sanaksi kvaterni, mutta ”kvaternio” on suo-
menkielessé melko vakiintunut. Siksi puhun kvater-
nioista ja oktonioista, vaikka mielesténi olisi parempi
puhua kvaterneista ja oktoneista.)

Sittemmin saatuani kéasiini Baezin erinomaisen artikke-
lin [1] huomasin olleeni lilan pessimistinen. Oktonioilla

voidaan nimittain osoittaa monia sellaisia matematii-
kan sisaisia yhteyksia, joita olisi muulla tavalla vaikea
selittaa. Minun taytyy kyllakin myontaa, etten ajan,
kéarsivallisyyden ja oppineisuuden puutteen takia ym-
mértanyt laheskadn kaikkea, mita Baez kirjoittaa. Kui-
tenkin katson ymmartaneeni sen verran, ettd voin erit-
tain alkeellisesti tarkastella oktonioita ja ikddn kuin jat-
kaa kirjoitustani [5] kasittelemalla laajennusta H — Q.

Oktoniot

Merkitsemme ”skalaareja” (eli tdssa reaalilukuja) pie-
nilld kreikkalaisilla kirjaimilla ja ”vektoreita” (eli tés-
sé kompleksilukuja, kvaternioita ja oktonioita) pienilla
latinalaisilla kirjaimilla. Merkitsemme 1:114 paitsi reaa-
lilukua 1 myos sellaista vektoria, jonka ensimmaéinen
koordinaatti = 1 ja muut = 0.

Tarkastelemme vektoriavaruutta R® (joka koostuu
8-alkioisista reaalilukujonoista). Méaérittelemme pe-
rusoktonioiden 1 = (1,0,0,0,0,0,0,0), e; =
(0,1,0,0,0,0,0,0), ez = (0,0,1,0,0,0,0,0), ..., e7 =
(0,0,0,0,0,0,0,1) joukossa E kertolaskun seuraavalla
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taulukolla. Myo6s perusoktonioita on kahdeksan, joten voimme
asettaa ne vastaamaan Z3:n pisteiti. Teemme sen bi-
L en e e3 ea e e er jektiolla (méadritelmé ks. esim. [6]) f: E — Z3:

1 1 (] €9 €3 €4 €5 €6 er

e1 |er -1 e4 e —ey eg —es —e3 f(1) =(0,0,0), fle1) =(0,1,1),

ex |2 —es —1  e5 €1 —€3 €7 —€g fle2) = (1,1,0), fles) = (1,0,0),

es |es —er —es —1 e ex —eqs € fleq) = (1,0,1), fles) = (0,1,0),

es| €4 e —er —eg —1 er e3  —es _ _

es | €5 —eg e3 —eg —er —1 e €4 fles) =(0,0,1), fler) = (1,1,1).

e | e €5 —er eqs —es —e; —1 ey Maarittelemme joukossa E yhteenlaskun @ laskemal-

er ler e3 eg —e; es —eq —ey —1 la yhteen vastaavat Z3m vektorit ja katsomalla, miti

Esimerkiksi eges = ey. Tama taulukko saattaa vaikut-
taa kovin sekavalta, mutta sddnnonmukaisuuksia 106y-

tyy.

o Neliot 6%:@ ::(3%:71

e Vastavaihdannaisuus®' e,es = —ege, (r#s).

e Indeksien kasvattaminen yhdelld e,.es = e =

€r4+1€s4+1 = €t41-

e Indeksien kaksinkertaistaminen
€2r€2s = €2¢.

€rg = €4 =

Kasvattamisessa ja kaksinkertaistamisessa kasittelem-
me indeksejad modulo 7; siis eg = e1, eg = €3 jne.

Maéérittelemme yleisesti oktonioiden (&, . ..,&7) = &+
&re1+- - +&rerja(no,...,m7) = not+mer+- - -+nrer tu-
lon vaatimalla, etté skalaaritekijan siirtosaanto ja osit-
telulait ovat voimassa. (Osittelulakeja on kaksi, koska
kertolasku ei ole vaihdannainen.) Toisin sanoen vaa-
dimme, ettd tulo on bilineaarinen eli ettd se on line-
aarinen (méaritelm4, ks. esim. [8]) kummankin tekijan
suhteen. Esimerkiksi

(e1 + 3e2)(2e5 — 4der)
=e1(2e5) — e1(der) + (3e2)(2e5) — (3e2)(4er)
= 2e1e5 — 4dejer + Geges — 12e9e7
= 2e¢ — 4(—e3) + 6(—e3) — 12(—eg)
= 2eg + 4esz — bes + 12eg = 14eg — 2es3.

E ja 73

Vektoriavaruudessa Z3 (missi Zo tarkoittaa jiinnos-
luokkien modulo 2 joukkoa, ks. esim. [6], [7]) on kahdek-
san alkiota. (Vektoriavaruuden mééritelmé, ks. esim.
[8].) Tamén vektoriavaruuden skalaarikunta ei ole R
vaan Zs. (Kunnan méiritelmé, ks. esim. [9].) Yhteen-
lasku ja skalaarilla kertominen méaritellaan tavanomai-
sesti, mutta kéytetddn Zs:n yhteen- ja kertolaskua.

perusoktoniota saatu summa vastaa. Toisin sanoen

er Des = fﬁl(f(er) + f(eb))

Esimerkiksi es @ e4 = ej, koska vektorien f(es) =
(1,1,0) ja f(eq) = (1,0,1) summa (0,1,1) = f(eq).
Kaikkiaan saamme taulukon

@ |1 e e e3 e4 e; e e7

1 1 €1 €2 €3 €4 €5 ¢e€g e7

€1 | €1 1 €4 €7 €2 €5 €5 €3

€y | €2 €4 1 €; €1 €3 €7 €

ez les er es 1 eg ex eq ep

esles e er eg 1 er ez es

€ | €5 € €3 e e7 1 €1 €4

€g | €6 €5 €7 €4 €3 €1 1 €9

€r | ey €3 €g €1 €5 €4 €2 1

Téama taulukko muistuttaa kiinnostavalla tavalla pe-
rusoktonioiden kertolaskutaulukkoa, josta se saadaan
poistamalla miinusmerkit.

Maéérittelemme joukossa F skalaarilla (eli Zo:m alkiolla)
kertomisen niin, ettd skalaarilla 0 kertomalla saadaan
E:n "nolla-alkio” 1, ja skalaarilla 1 kertomalla saadaan
alkio itse. Nain F:sté tulee vektoriavaruus.

Laajennus H — O

Jos yleisessa vektoriavaruudessa V' maaritellaan biline-
aarinen kertolasku, jolla on ykkosalkio (eli on olemassa
sellainen e € V, ettd kaikilla x € V on ze = ex = x),
niin saatu struktuuri on nimeltdén algebra. (T&mé ni-
mitys ei ole hyva, koska sanalla ”algebra” tarkoitetaan
my0s tiettyd matematiikan alaa.)

Esimerkiksi R, C, H ja O ovat kukin vektoriavaruuk-
sia, joiden skalaarikunnaksi voidaan ottaa R. Naista jo-
kaisesta saadaan algebra, kun kertolasku maaritellaan
tavanomaisesti. My6s samandimensioiset neliomatrii-
sit muodostavat algebran, kun niiden laskutoimitukset
(ks. esim. [8]) médritelldén tavanomaisesti. Jos vekto-
riavaruuden V osajoukko on vektoriavaruus, niin se on
V:n aliavaruus. Jos algebran V' osajoukko on algebra,
niin se on V:n alialgebra. Esimerkiksi R on C:n alial-
gebra, kun samastamme reaaliluvun ¢ ja kompleksilu-
vun (£,0). Edelleen C on H:n alialgebra, kun samas-
tamme kompleksiluvun (£,7) ja kvaternion (£, 7,0,0).

ISanan ”antikommutatiivisuus” omatekoinen k#innos aidolle suomenkielelle.
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Miten sitten saamme H:n Q:n alialgebraksi? Ehka
houkuttelisi samastaa kvaternio (£,7,(,w) ja okto-
nio (£,7,¢,w,0,0,0,0), mutta tuollaiset oktoniot eivit
muodosta O:n alialgebraa. Esimerkiksi es ja eg ovat té-
t4 muotoa, mutta niiden tulo eses = ex ei ole. Meidan

taytyy siis menetelld toisin.

Tarkastelemme joukkoa Z3 koordinaatistossa, johon si-
joitamme my0s perusoktoniot kohdassa maéaéritellyn
funktion f mukaisesti. Merkitsemme e = («,3,7)
tarkoittamaan sitd, ettd f(e) = (a,f,7). (Perus-
telemme tatd merkintdd myohemmin.) ”Pohjatason”
{1,e3,e3,e5} oktonioiden virittdma O:n alialgebra
01 koostuu oktonioista & + nes + (Ces + wes =
(£,0,1,¢,0,w,0,0), missé &, 1, ¢ ja w saavat kaikki re-
aaliarvot. On helppo néhdé, ettd O todellakin on O:n
alialgebra.

Samastamme kvaternion (§,7n,{,w) ja oktonion
(£,0,1,¢,0,w,0,0). Tdsmaéllisesti sanottuna muodos-
tamme isomorfismin (eli struktruurin sdilyttavan bijek-
tion) ¢: H — Oq: ¢(&,n,(,w) = (£,0,1,¢,0,w,0,0).
Téllsin ¢(z+y) = ¢(z)+(y) ja d(zy) = o(x)o(y) kai-
killa x,y € H sekd ¢(1g) = lg,, missd 1y = (1,0,0,0)
ja 1lg, = (1,0,0,0,0,0,0,0). Sanomme, ettd algebrat
H ja O; ovat keskendén isomorfisia. Ne voidaan sa-
mastaa, koska niilld on sama rakenne ja ainoa ero on
merkinnoissa.

Kvaternioiden algebra H voidaan siis laajentaa okto-
nioiden algebraksi Q.

R, C, H, O ja Z}

Merkitsemme kuten edelld e = («, 3, ) tarkoittamaan,

ettd f(e) = (o, 4,7).

Vektoriavaruuden ~ Z3  aliavaruudet  ovat  mol-
laulotteinen  {(0,0,0)} = {1}, yksiulotteiset
{(0,0,0),(1,0,0)} = {l,e3} ja kuusi muuta, kak-
siulotteiset  {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)} =
{1,e2,e3,e5} ja kuusi muuta sekd kolmiulotteinen
73 = E.

1Gino Fano (1871 -1952), italialainen matemaatikko.

Oikeastaan kaikkien ndiden samuuksien sijasta pitéisi
aluksi puhua isomorfisuuksista. Nimittdin Z3:m alkiot
ovat jonoja (a, f3,7), missd «, 3,7 € {0,1}, kun taas
E:n alkiot ovat jonoja («o,...,ar), missi yksi a = 1
ja muut ovat nollia. Mutta koska E ja Z3 ovat isomor-
fisia (f on isomorfismi), niin ne voidaan samastaa. Iso-
morfisuus tarkoittaa téssé, ettd f(x ®y) = f(x) + f(y)
ja flax) = af(z) kaikilla 2,y € E, o € Zs.

Vektoriavaruuden Z3 aliavaruuksien virittimét O:m
alialgebrat vastaavat algebroja R, C,H ja 0. Naimme
edella, ettd "tason” {1, eq,e3,e5} virittdma O:n alial-
gebra on isomorfinen H:n kanssa. Sama koskee (perus-
tele) Z3:m muiden ”origon kautta kulkevien tasojen” vi-
rittamid O:n alialgebroja. Vastaavasti on helppo huo-
mata (miten?), ettd Z3m jokaisen ”origon kautta kul-
kevan suoran” (esimerkiksi {1, e3}) virittdmé O:n alial-
gebra on isomorfinen C:n kanssa ja ettd Z3m ”origon”
(tai origosta koostuvan O-ulotteisen aliavaruuden {1})
virittdma O:n alialgebra on isomorfinen R:n kanssa.
"Koko Z3:m” virittimi alialgebra on tietenkin koko O.

Olemme kisitelleet struktuureja R, C, H ja O reaaliker-
toimisina (eli skalaarikunnan R omaavina) algebroina,
jolloin R on yksi-, C kaksi-, H neli- ja O kahdeksanulot-
teinen. Nékokulmamme on ”lineaarialgebrallinen” si-
kali, ettd ldhtokohtamme oli vektoriavaruus. ” Algebral-
lisesta nakokulmasta” R ja C ovat kuntia sekd H on
vinokunta. (Naméi kéasitteet, ks. esim. [9].)

Fanon'! taso

Olemme tulkinneet perusoktoniot vektoriavaruuden
Z3 alkioina eli geometrisesti kolmiulotteisen 0-1-
avaruuden pisteina. Tarkastelemme nyt perusoktonioi-
den ey, ..., e7 (emme siis ota mukaan perusoktoniota 1)
toista geometrista tulkintaa. Esitdmme ndma oktoniot
tason pisteind. Jos er.es = €4, niin piirrdmme nuolen
pisteesta e, pisteeseen e, ja pisteesta eg pisteeseen ey.
Néin saamme Fanon tason.
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Se on yksinkertainen ddrellinen geometria. Pisteitd on
seitsemén, nimittéin eq,...,e7. Myos suoria on seitse-
maéan, kun méarittelemme, ettd kolme pistetta ovat sa-
malla suoralla, jos ne voidaan varustaa indekseilla r, s
ja t niin, ettd e,.es = e;. Esimerkiksi es, e3 ja es ovat
samalla suoralla, koska ese; = e3. Téten suorina ovat
tasasivuisen kolmion kolme sivua, kolme korkeusjanaa
ja sisdén piirretty ympyra. (Tasmaéllisemmin: Suorat
koostuvat niistd E:n pisteistd, jotka ovat néillé.)

Mutta voimmeko kutsua ympyraa suoraksi? Voimme,
koska on olemassa muitakin geometrioita kuin tavan-
omainen Eukleideen geometria, eikd niissd pisteiden
ja suorien tarvitse olla mielikuviemme mukaisia. Kun
geometria rakennetaan aksiomaattisesti, niin pisteet ja
suorat ovat perusolioita, jotka jatetdan maarittelemat-
ta. Pisteiden joukon P ja suorien joukon L alkioiden
valilla maaritelldan tietyt aksioomat toteuttava insi-
denssirelaatio I. Jos piste p ja suora [ ovat keskendan
téssa relaatiossa eli jos p I [, niin sanotaan havainnol-
lisesti, ettd ”piste p on suoralla [” tai "suora [ kulkee
pisteen p kautta”. (Relaation yleinen mééritelmé, ks.
esim. [6].) Insidenssirelaation aksioomat ovat

(i1) Kaikilla p € P on sellaiset I,m € L (I # m), et-
td pIl ja pIm. (Jokaisen pisteen kautta kulkee
ainakin kaksi suoraa.)

Kaikilla [ € L on sellaiset p,q € P (p # q), ettd
pllja qIl. (Jokaisella suoralla on ainakin kaksi
pistetta.)

Kaikilla p,q € P (p # q) on tasmaélleen yksi sel-
lainen | € L, etta pIl ja qIl. (Jokaisen kahden
pisteen kautta kulkee tdsmaélleen yksi suora.)

Fanon taso toteuttaa selvasti namaé aksioomat.

Projektiivinen taso

Jos insidenssiaksioomassa (i1) ”piste” muutetaan ”suo-
raksi” ja pdinvastoin, niin saadaan (is). Siksi sanotaan,
ettd ndmé aksioomat ovat keskenddn duaalisia. Geo-
metria noudattaa duaalisuusperiaatetta, jos sen jokais-
ta aksioomaa vastaa duaalinen aksiooma. Aksioomilla
(i1), (i2) ja (i3) saadussa geometriassa tAméa periaate ei
ole voimassa, koska (i3):1la ei ole duaalista aksioomaa.

Eukleideen tasogeometria ei noudata duaalisuusperiaa-
tetta. Jokaisen kahden pisteen kautta kulkee tdsmélleen
vksi suora. Sen sijaan kahdella suoralla on tasmaélleen
yksi yhteinen piste, jos ja vain jos suorat ovat erisuun-
taisia. Yhdensuntaisilla suorilla ei ole yhtdan yhteis-
ta pistetta. Duaalisuusperiaatetta noudattavassa geo-
metriassa ei siis saa olla yhdensuuntaisia suoria. Asia
voidaan korjata lisddmailla jokaiseen suoraan daretto-
myyspiste eli ”ideaalipiste” niin, ettd kahdella suoralla

on sama aarettomyyspiste, jos ja vain jos suorat ovat
yhdensuuntaisia. Yhdensuuntaiset suorat siis leikkaa-
vat toisensa darettomyyspisteessaan. Lisataan myos aa-
rettomyyssuora eli ”ideaalisuora”, jonka muodostavat
kaikki darettomyyspisteet. Néin (i3) pysyy voimassa, ja
myo6s sen duaalinen aksiooma on voimassa. Tasta 1lah-
tokohdasta saadaan tavanomainen projektiivinen taso-
geometria (tarkemmin ks. esim. [10]).

Myos darellisia projektiivisia geometrioita voidaan tut-
kia (tarkemmin ks. esim. [4]). Olkoon n > 2. Olkoot P
ja L sellaisia joukkoja, joissa on n? 4+ n + 1 alkiota.
Kertaluvun n (dérellinen) projektiivinen taso saadaan,
kun insidenssirelaation I maéarittelevat aksioomat

(#}) Kaikilla p € P on tdsmélleen n + 1 sellaista al-
kiota [ € L, ettd pIl. (Jokaisen pisteen kautta
kulkee tdsmélleen n + 1 suoraa.)

Kaikilla l € L on tasmalleen n+1 sellaista alkiota
p € P, ettd pIl. (Jokaisella suoralla on tasmaél-
leen n 4 1 pistetta.)

Kaikilla p,q € P (p # q) on tasméilleen yksi sel-
lainen | € L, ettd pIl ja qIl. (Jokaisen kahden
pisteen kautta kulkee tdsmélleen yksi suora.)

Kaikilla I,m € L (I # m) on tésmélleen yksi sel-
lainen p € P, ettd pIl ja pIm. (Jokaisella kah-
della suoralla on tésmélleen yksi yhteinen piste.)

Naméa aksioomat eivat ole risppumattomia, silla osa
seuraa muista (mitka ja miten?). Ne voitaisiin poistaa
aksioomista ja esittdd teoreemoina eli lauseina. Sym-
metriasyistd emme kuitenkaan tee niin.

Fanon taso on 2. kertaluvun projektiivinen taso. Jos
n on alkuluvun potenssi, niin on olemassa n. kertalu-
vun projektiivinen taso. Esitdmme tamén todistamisen
periaatteen.

Olkoon K &arellinen kunta, jossa on n alkiota. Tarkas-
telemme vektoriavaruutta K3. Muodostamme geomet-
rian, jonka pisteini ovat K3:n origon kautta kulkevat
suorat (eli 1-ulotteiset aliavaruudet) ja suorina origon
kautta kulkevat tasot (eli 2-ulotteiset aliavaruudet).
Piste on suoralla, jos vastaava l-ulotteinen aliavaruus
sisaltyy vastaavaan 2-ulotteiseen aliavaruuteen. Ensim-
maéinen kuvio havainnollistaa téatéa tapauksessa n = 2.

(Kuvio saattaa antaa aiheen ihmetelld esimerkiksi si-
td, miksi eq:n virittima Z3:n suora {1, e} siséltyy ea:n
ja eqm virittdmiin Z3mn tasoon. TAm#n tason muo-
dostavat lineaarikombinaatiot Oes @ 0ey = 161 = 1,
Oea B leyg = 1P ey =eq, lea @0y =e2P 1 =e3 ja
les @ leg = ex @ eq = e1, joten taso on {1,e1,e9,e4}.
Vektoriavaruuden Z3 kaikki tasot eiviit siis vastaa geo-
metrista mielikuvaamme tasosta.)

Osoittautuu, etta nain saadaan projektiivinen taso. Té-
ten ongelma palautuu kysymykseen &arellisen kunnan
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alkioiden lukumd&érdstd. Voidaan todistaa (ks. esim.
[3]), ettd on olemassa n-alkioinen &arellinen kunta, jos
(ja vain jos) n on alkuluvun potenssi.

Kéénteinen ongelma (eli ovatko kaikkien projektiivis-
ten tasojen kertaluvut alkuluvun potensseja) on avoin.

Steinerin!' kolmikot.
Kirkmanin? kolmikot

Fanon taso on pienin Steinerin kolmikko. Tietyt Stei-
nerin kolmikot ovat Kirkmanin kolmikoita. Alunperin
aioin kasitelld naitd molempia kolmikoita, jolloin tie ok-
tonioista Kirkmanin koulutyttéongelmaan olisi kuljet-
tu alusta loppuun. Tamén ongelman taas halusin mu-
kaan, jotta saisin otsikkoon ”seksia” lukijoiden houkut-
telemiseksi. Tosin ”seksiaddikti” pettyy sikéli, etta ky-
symyksessa on tdysin kunniallinen kombinatorinen on-
gelma.

Koska kirjoituksestani alkoi tulla kohtuuttoman pitka,
niin muutin suunnitelmaani ja paatin vain mainita Stei-
nerin ja Kirkmanin kolmikot. Niiden mé&aritelmét, ks.
esim. [4], [13].

Kirkmanin koulutyttoongelma

Kirkman julkaisi 1850 Lady’s and Gentleman’s Diary
-lehdessa seuraavan ongelman.

Viisitoista koulutyttod kdvelee ulkona seit-
semdand paivand kolmittaisissa riveissa.
Jarjestettdva heiddt niin, etta jokainen on
jokaisen kanssa samassa rivissa tasmdlleen
kerran.

Hén oikeastaan vaati (ndennéisesti lievemmin, mutta
tosiasiassa yhtépitdvésti), ettei kukaan ole kenenkadn
kanssa useammin kuin kerran. Edelleen han puhues-
saan "koulutytoistd” oikeastaan kaytti hieman erivi-
vahteista ilmaisua ”young ladies of a school”, mut-
ta ennen pitkad se muuttui kirjallisuudessa muotoon
”schoolgirls”.

Kirkman oli opiskellut matematiikkaa yliopistossa mui-
den opintojensa ohella, mutta han aloitti matematiikan
tutkimisen vasta 40-vuotiaana. Vaikka han oli taval-
laan harrastelijamatemaatikko, han teki hyvaa tutki-
musta (ks. [2] ja solmuteorian osalta my6s [12]). Kui-
tenkin matematiikan ”historiallisessa muistissa” Kirk-
manin nimi taitaa esiintya, jos lainkaan, niin ”koulutyt-
téongelman” keksijana. Biggs [2] (ks. myos [11]) kirjoit-
taa seuraavaa.

1Jakob Steiner (1796 1863), sveitsildinen matemaatikko.
2Thomas Kirkman (1806 —1895), englantilainen kirkkoherra.

”On valitettavaa, ettd noin mitattoméan jutun piti var-
jostaa niitd monia paljon merkittdvampia kontribuu-
tioita, joita sen kirjoittaja tuli tekemadn matematiik-
kaan. Kuitenkin se on hdnen pysyvin muistomerkkin-
sa.”

Ongelman ratkaisu, ks. esim. [4], [13]. Cameron [4] pa-
nee tytot pelaamaan jadkiekkoa!

Kirkman jatkoi matematiikan tutkimista ja harrasta-
mista koko loppuelaméansa. Viela 88-vuotiaana, pari
kuukautta ennen kuolemaansa, han lahetti tehtavia ja
ratkaisuja Educational Times -lehteen. Siind on esiku-
vaa meille ikddntyville matemaatikoille! Monet mate-
maatikot ovat parhaimmillaan melko nuorina, mutta
tekemista riittaa télla alalla kaiken ikaisille.
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