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Suorat, kayrat ja kaarevuus
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Matematiikan laitos, Joensuun yliopisto

Suora?

Tama kirjoitus on erdanlainen jatko Timo Tossavai-
sen suoran maéritelmaéd koskevaan kirjoitukseen Sol-
mun numerossa 2/2002. Tossavainen oli 16ytényt mo-
nia erilaisia yrityksia selittda suoran syvinta olemusta.
Ehképa eréds syy suoran maarittelemisen vaikeuteen on
ollut ajatus, ettd on vain yksi ”oikea” tapa maéaritel-
14 suora. Historiallisesti tdmé on ymmaérrettavaa: pit-
kaanhén pidettiin selvané, ettd Eukleideen geometria
kuvaa tarkasti fysikaalista avaruutta, joten tuntui ken-
ties luonnolliselta, etta pitaisi olla olemassa yksikéasit-
teinen ”fysikaalisesti” oikea maaritelma.

Kun sitten 1800-luvulla keksittiin/16ydettiin ”vaih-
toehtoisia” geometrioita,’ niin luonnollisesti suoran ké-
site néissd eri geometrioissa oli erilainen, eivatka suo-
rien ominaisuudet aina vastanneet tavallisen intuition
odotuksia. Téma on nykyisin tuttua matemaatikoille,
jotka ovat tottuneet méaarittelemédn asioita aksiomien
avulla. On kuitenkin vahinko, jos kouluissa tai tietosa-
nakirjoissa ei voida ymmarrettavasti selittda mika on
suora.

Léhestyn seuraavassa asiaa differentiaalilaskennan
avulla. Kirjoituksen loppuun olen kerédnnyt muutamia
lisaselityksia tietyistd asioista. Nama kuitenkin vain
taydentavat tekstia, eivatka ole valttamattomia kirjoi-
tuksen yleisidean ymmartamisen kannalta.

Kirjoituksen toisessa osassa sitten katsotaan mi-
hin paddytaan, kun tarkastellaan suoria ”kaarevissa”
(epéeuklidisissa) avaruuksissa.

Hilbert ja Eukleides

Selvitetaan aluksi muutama asia, jotka voivat aiheut-
taa sekaannusta. Eukleideen kirjan [3] alussa on maa-
ritelmid (definitions), oletuksia (postulates) ja aksio-
mia (axioms). TAm4 jako on jossain mielessd mielival-
tainen eika aina vastaa nykyista kielenkayttoa. Esimer-
kiksi maaritelmassa 12 todetaan, etté jos kulma on pie-
nempi kuin suora kulma, niin sitd sanotaan terdvéksi
kulmaksi. Kyseessa on siis vain eradn termin kayttoon-
otto. Suoraa kuvaillaan 4. méiritelmissi [3, s. 3]:

1Tosin Desargues ennakoi projektiivisen geometrian tuloa jo 1600-luvulla:

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Desargues.html
http://www.sciences-en-ligne.com/momo/chronomath/chronol/Desargues.html

2Verkosta 16ytyy erilaisia versioita Eukleideen kirjasta:
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(m) A straight line is that which lies evenly between
its extreme points.>

Mutta tdma ”maéritelma” on itse asiassa turha: ta-
héan ei koskaan vedota myohemmin kirjassa. Toisin sa-
noen sen voisi poistaa tarpeettomana.* Todellinen suo-
ran médritelmé on esitetty oletuksissa [3, s. 5]:

(el) Let it be granted,
1. That a straight line may be drawn from any
one point to any other point.

Kriittinen lukija huomaa, etta téssa oikeastaan puhu-
taan janasta. Eukleideen aikaan ei kasitelty darettoman
pitkid suoria, vaan jokaisella suoralla/janalla oli alku-
ja loppupiste (tdmé& kay ilmi jo médritelméstd (m)).
Suoria/janoja pystyttiin kuitenkin jatkamaan mielival-
taisen pitkiksi. Téasta piti huolen toinen oletus:

(e2) [Let it be granted,]
2. That a terminated straight line may be pro-
duced to any length in a straight line.

Néihin sitten vedotaan kun my6hemmin todistetaan
lauseita.

Hilbertin kuvaus Eukleideen geometriasta lahtee siita,
ettd taso on eras joukko, pisteet ovat taméan joukon al-
kioita ja suorat tdmaén joukon eraitd osajoukkoja. Ta-
man jalkeen Hilbert antaa listan aksiomia, jotka pis-
teet, suorat ja taso toteuttavat. Hyvé ( = luettava) esi-
tys tasta lahestymistavasta 16ytyy Hartshornen kirjasta
[1]. Erds Hilbertin aksiomista on [1, s. 66]:

(h) For any two distinct points A, B, there exists a
unique line | containing A, B.

Voitaisiin siis sanoa, ettd (el) (tai (el) ja (e2) yhdes-
sd) vastaa maaritelmédd (h). Koska (m) on tarpeeton,
ei Hilbertin tarvitse yrittaakaan sel(v)ittad mita se tar-
koittaa.

Luonnollisesti Hilbert ei pyrkinytkéan suurelle yleisol-
le tarkoitettuun esitykseen, vaan tavoitteena oli esit-
tad Eukleideen geometria siten, ettd otetaan vain ne
aksiomat jotka ovat todella valttamattomia, ja lisaksi
pyritdan osoittamaan, ettd aksiomat eivét johda risti-
riitaan. Toisaalta, jos otetaan vain osa Hilbertin ak-
siomista, niin saadaan Eukleideen geometriasta poik-
keavia geometrioita, esimerkiksi darellisid geometrioi-
ta, joissa ”tasossa” on vain aarellinen méara pisteita.

http://thales.vismath.org/euclid /vee/

Myos tata on selvitetty edelld mainitussa Hartshornen
kirjassa.

Vaikka Hilbertin aksiomaattinen ldhestymistapa geo-
metriaan oli omalla tavallaan tarked, niin asiaa voisi
lahestya toisinkin. Lahtokohtana on, ettei tarvitse yrit-
tdd 1oytaa madritelmad, jonka Eukleides periaatteessa
olisi voinut keksia, vaan voidaan vapaasti kdyttaa mi-
td tahansa sopivia tyokaluja. Toisin sanoen yritetdan
mallittaa intuitiivisia kasitteita piste, suora ja taso jol-
lain tavalla, eikd murehdita (ainakaan liikaal) sitd vas-
taako tamé Eukleideen geometriaa vai ei. Tama lienee
jarkevad myos matematiikan opetuksen kannalta.

Lukija voi esimerkiksi todeta, ettd Eukleideen toisen
kirjan 7. lause todistaa, etta

(a4+b)*+b*=a*+2(a+b)b

My6s monet 5. luvun lauseet ovat helppoja kun ne en-
sin algebrallistaa, mutta jo geometrisen muotoilun ym-
mértdminen (saati sitten pitkdn todistuksen lapikah-
laaminen) on vaivalloista.

Katsotaan seuraavassa mihin paadytadn, kun otetaan
differentiaalilaskenta kayttoon.

Piste, kayra ja taso

Joukko-opista ei paase mihinkaédn: taso on jokin jouk-
ko, ja pisteet kyseisen joukon alkioita. Ensin siis pitaa
paattaa, mika on se joukko missé pisteet asustavat, eli
missa joukossa kaikki toiminta tapahtuu. Valitaan pe-
rusavaruudeksi karteesinen taso R?. Jokainen piste voi-
daan siis esittda kahden koordinaatin avulla: merkitaan
P = (Pz,py). Médritellddn seuraavaksi yleinen kédyrén
késite, ja tdmén jalkeen pyritdan méarittelemédn suora
kéyrénd, jolla on tiettyjd erikoisominaisuuksia. Asete-
taan:

Kiéyré on (siled) kuvaus ¢ : R — R?2

Siis "hetkelld” ¢ ollaan pisteessé c(t) = (c1(t), c2(t)), ja
sileys tarkoittaa, ettd koordinaattifunktiot c¢; ja ¢y ovat
riittivin monta kertaa jatkuvasti derivoituvia.® Ta-
mahén on oleellisesti Tossavaisen siteeraama Neovius-
Nevanlinnan maaritelma:

http://www.sunsite.ubc.ca/DigitalMathArchive/Euclid /byrne.html
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html

3Vanhoissa englanninkielisissi geometrian kirjoissa ”line” tarkoitti kdyras (nykyisin ”curve”). Suora/jana oli sitten ”straight line”.

4Muistelen, ettd on kiistelty siitd, onko tAma méasritelma todella Eukleideelta, vai onko se lisitty sithen myShemmin.

5Luonnollisesti usein riitté4 vaikkapa yksi jatkuva derivaatta, mutta tdméin kirjoituksen kannalta ei ole oleellista ruveta laskemaan

kuinka monta jatkuvaa derivaattaa tarvitaan.
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Liikkeessa olevan pisteen muodostamaa uraa sa-
notaan viivaksi.b

Luonnollisesti usein kayraa ajatellaan kyseisen kuvauk-
sen kuvajoukkona eli "kuvauksen muodostamana ura-
na”, mutta nykyisin on tapana méaritella kdyra nime-
nomaan kuvauksena. Kuvauksen maérittelyjoukko voi
myos olla jokin sopiva reaaliakselin osajoukko, esimer-
kiksi vali [0,1]. Huomattakoon, ettd Eukleideen geo-
metrian tai Hilbertin systeemin yhteydessa ei voida pu-
hua yleisen kayran kasitteesta.

Nyt voidaankin jo antaa ensimmaéinen suoran méaaritel-

ma

(i) Olkoon annettu kaksi tason pistetta p ja q. Nait-
ten kautta kulkeva suora on

c(t)=1—-t)p+tgq

Siis kahden mielivaltaisen pisteen kautta voidaan
?piirtad” suora.

(ii) Olkoon annettu tason piste p ja vektori v. Pisteen
p kautta kulkeva vektorin v suuntainen suora on

ct)y=p+to

Siis annetusta pisteestd voidaan ”piirtdd” suora
mielivaltaiseen suuntaan.

/ .

KuvA 1. Suora voidaan mééaritelld joko kahden pisteen
tai pisteen ja suunnan avulla.

Selvasti molemmat versiot médrittelevat saman ku-
vausjoukon. Erona on vain, mikd ”data” kiinnittas yh-
den kuvauksen téssé joukossa. Madritelmé (i) on luon-
teeltaan reuna-arvotehtava: on annettu kaksi pistetta,
ja halutaan suora néiden vilille. Maéritelma (ii) on taas

SEnnen kéytettiin sanaa viiva eiké kéyra.

alkuarvotehtava: on annettu alkupiste ja alkusuunta.
Eukleideen muotoilu (el) ei ole selkedisti kumpikaan
naista.

Nyt voitaisiin jana méaritella suorana, jonka méaritte-
lyjoukko olisi jokin suljettu véli [a, b]. Jatkossa en kui-
tenkaan j&aa pohtimaan, olisiko jossain kohtaa ”jana”
parempi termi kuin ”"suora”, vaan kéytdn vain sanaa
suora.

Madritelmissé (i) ja (ii) identifioidaan tavalliseen ta-
paan tarpeen mukaan pisteet ja vektorit.” Selvisti siis
maédritelma ei ole Eukleideen geometrian hengen mu-
kainen, vaan téssd vedotaan vektorien yhteenlaskuun
ja skalaarilla kertomiseen, siis vektoriavaruuden raken-
teeseen.

Huomattakoon, ettd Neovius-Nevanlinnan méaaritelmé

suoraksi sanotaan semmoista viivaa, joka ei muu-
ta asemaansa pyoOriessadn siten, ettd sen kaksi
pistetta pysyy paikallaan

vetoaa myo6s vektorilaskentaan: tassdhéan suora on ava-
ruuden kierron (siis lineaarikuvauksen) pyordhdysak-
seli (kuvauksen invariantti aliavaruus)! Tarkempi muo-
toilu 16ytyy Lemmasta 1.

Maééaritelmét (i) ja (i) yleistyvét sellaisenaan useam-
piulotteisiin avaruuksiin: R? vain korvataan avaruudel-
la R™. Suorat voidaan kuitenkin karakterisoida toisella~
kin tavalla. Téta karakterisointia voidaan kayttaa pal-
jon muissakin tapauksissa kuin avaruudessa R”.

Suorin tie

Jos kaksi kiiyrad/polkua ldhtee pisteestd p, niin miten
voidaan sanoa kumpi niistd on ”suorempi”? Jotta téa-
han voisi vastata, pitéisi voida mitata kdyran kaareutu-
mista jollain tavalla. Tdhén on (ainakin) kaksi erilais-
ta lahestymistapaa. Ensinnakin ympyré kaareutuu sita
”jyrkemmin” mitd pienempi sen sdde on. Voitaisiin siis
annetun kayrdn tietyn pisteen ymparistossa etsia sel-
lainen ympyré, joka ”mahdollisimman tarkasti” yhtyisi
kyseiseen kayraan. Nain saatua ympyraa kutsutaan os-
kuloivaksi ympyréaksi, joka Spivakin [2, s. 7] mukaan
tarkoittaa suutelevaa ympyraa, katso Lemma 3. Suu-
televan ympyran siade puolestaan antaa sitten tietoa
kéyran kaareutumisesta.

7Jatén lukijan pohdittavaksi, olisiko timén ”kaksoistulkinnan” eliminoiminen opetuksen kannalta toivottavaa, jirkevii tai mah-

dollista.
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Kuva 2. Erés kéayra ja sen kaksi suutelevaa ympyraé.
Katkoviivalla on merkitty suutelevien ympyroitten kes-
kipisteitten muodostamaa kayraa eli evoluuttaa.

Toinen tapa on tarkastella tangenttivektorin suunnan
muuttumista. Molemmat johtavat samaan lopputulok-
seen; seurataan tédssd jalkimmaista strategiaa. Tarvi-
taan siis tangentin kéasitettd. Jos kayrda ajatellaan
Neovius—Nevanlinnan mukaisesti liikkeessa olevana pis-
teend, niin tangentti(vektori) on silloin pisteen no-
peus(vektori). Tamé antaa aiheen uskoa, etté kdyran
tangentti voidaan maaritella derivaatan avulla. Téssa
tarvitaan kuitenkin sileyden lisdksi seuraava oletus:

Kéyrd on sddnnollinen, jos ¢'(t) # 0 kaikilla t.
Tillin ¢'(t) on kdyrin tangentti(vektori)® pis-
teessd c(t).

Palautetaan tissa valissd mieliin muutamia merkinto-
ja. Kahden vektorin u = (u1,us2) ja v = (v1,v2) piste-
tulo on

UV = ULV + U2V

Muistetaan edelleen, ettd vektorit ovat kohtisuorassa
(ortogonaalisia), jos niitten vélinen pistetulo on nol-
la. Vektorin v = (v1,vq) pituus on |v| = v-v =
\/v? 4+ v3. Seuraava tekninen oletus on usein hyddyl-
linen:

Kayrd on parametrisoitu kaarenpituudella, jos
|/ (s)] =1 kaikilla s.

Voidaan osoittaa, ettei tamé rajoita yleisyytta: kaikki
saannolliset kidyrat voidaan parametrisoida uudelleen

siten, etta ne toteuttavat yllaolevan ehdon, katso Lem-
ma 2. Merkitaan edelleen t(s) = ¢/(s): tdmaé on siis kéy-
ran (yksikko)tangentti. Kéyran (yksikko)normaaliksi

valitaan
n(s) = (= ch(s),c1(s))

Nyt on sekd tangentti ettd normaali normalisoitu:
[t(s)] = |n(s)| = 1 kaikilla s. Tangentti ja normaali
muodostavat ortonormaalin koordinaatiston, joka liik-
kuu kayran mukana: téllaista liilkkuvaa koordinaatistoa
sanotaan joskus kehykseksi (engl. frame tai moving fra-
me).

Kuva 3. Kayran mukana liikkuva koordinaatisto eli
kehys.

Tavoitteena on siis tarkastella tangentin suunnan muu-
toksia, ja sita kautta mitata kayrdn kaareutumista.
Koska derivaatta kuvaa muutosta, niin derivoidaan yh-
talo [t(s)|? = t(s) - t(s) = 1 puolittain:

4 t(s)-t(s) =t'(s) t(s)+t(s)-t/(s) = 2¢t'(s)-t(s) = 0

Koska t'(s) ja t(s) ovat kohtisuorassa, niin vektorin
t'(s) tdytyy olla normaalin suuntainen. On siis olemas-
sa jokin funktio k siten, etta

t'(s) = k(s)n(s)

Ylla maariteltya funktiota k sanotaan kayran c
kaarevuudeksi.

Harjoitustehtavéksi lukijalle jatan sen osoittamisen, et-
ta n'(s) = —k(s)t(s). Huomaa, ettd kaarevuus voi olla
seké positiivinen etta negatiivinen. Merkki kuvaa sita
kaantyyko kayrd vasemmalle vai oikealle. Laskemalla
pituudet saadaan

[ ()] = [t'(s)| = [r(s)n(s)| = |r(s)l[n(s)| = |r(s)

8Luonnollisesti tangentista puhuttiin jo kauan ennen differentiaalilaskennan keksimisté, joten téssé voisi pohtia, onko vektorin

¢’ (t) kutsuminen tangentiksi mééritelma vai lause.
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Kayran kaarevuus maariteltiin kayttamalla tason koor-
dinaatteja. Lopputulos on kuitenkin riippumaton koor-
dinaateista siini mielessi, etts tason siirrot ja kierrot?
eivat muuta kaarevuutta. Toiseenkin suuntaan voidaan
menné: jos on annettu jokin funktio , alkupiste p (siir-
to), alkusuunta v (kierto), niin tatd vastaa yksikésit-
teinen (kaarenpituudella parametrisoitu) kayré, jonka
kaarevuus on k.

Joka tapauksessa nyt voidaan maéritella:

(iii) suora on kéyra, jonka kaarevuus on nolla

Antaako tdmé saman suorajoukon kuin méaritelmés (i)
ja (ii)? Yhtalon () mukaan

k()] =

ci(s)? +c5(s)? =0 = d(s) = c5(s) =0

Saatiin siis kaksi lineaarista toisen kertaluvun differen-
tiaaliyhtaloa. Naitten ratkaisut saadaan integroimalla
yhtaloita ¢/ (s) = 0 kaksi kertaa:

c1(s) =a1 +bis ja ca(s) =ag + bes

Téssa a; ja b; ovat mielivaltaisia vakioita. Merkitsemal-
14 a = (a1,a2) ja b = (b1, be) voidaan ratkaisu esittda
vektorimuodossa ¢(s) = a + bs. Ratkaisu on siis samaa
muotoa kuin méaéritelméssa (ii), joten on luonnollista
kiinnittaa jokin tietty ratkaisu valitsemalla alkupiste a
ja alkusuunta b.

Aivan samoin voidaan tutkia kéyrid myo0s avaruudes-
sa R"™: tassdkin tapauksessa kaarevuuden havidmisesta
seuraa, etta kdyréd onkin suora. Suorat voidaan kuiten-
kin méaaritella viela eraalla tavalla.

Lyhin tie

Olkoon annettu kaksi tason pistetta p ja q. Selvasti on
darettoman monta polkua pisteesté p pisteeseen ¢, toi-
sin sanoen kayrad, jonka alkupiste on p ja loppupiste
on q.

9siis tason isometriat.

N

Kuva 4. Polkuja pisteesta p pisteeseen q.

Rajoitutaan seuraavassa yksinkertaisuuden vuoksi kay-
riin, jotka voidaan esittdd yhtdlond y = f(x), siis kiy-
riin jotka ovat muotoa c(t) = (¢, f(t)). Olkoon edel-
leen p = (a,yo) ja ¢ = (b,y1), missé a < b. Merkitadan
edelleen V,,:114 kaikkien véalilla [a,b] mé&&riteltyjen si-
leitten funktioitten joukkoa, joille pitee f(a) = yo ja

f(b) =Y.

Halutaan 16ytaa lyhin polku p:n ja ¢:n valilla. Olkoon
f € Vpg; télloin siis

c(a) = (a, f(a)) = (a,y0) = p
ja
c(b) = (b, f(b)) = (b,y1) = ¢

Kayran pituus saadaan kaavalla

b
J(f):/\/l—l-f’(x)zdm, J Vg —R

Huomaa, ettd J on kuvaus funktiojoukolta V), reaa-
liluvuille; téssé mielessé f on joukon V,, "piste”. Ha-
lutaan 16ytaéd f jolla J saa minimiarvon. Differentiaa-
lilaskennasta tieddmme, ettd kun tutkitaan maksimi-
ja minimitehtavia, niin kannattaa etsid derivaatan nol-
lakohdat. Kirjoituksen lopussa on tarkemmin johdettu
tdméa, mutta lopputuloksena on, etta

aJ
df
Merkinta % ei ole standardi, vaan on tarkoitettu il-

maisemaan sité, etta tassa todellakin on kyse tavallisen
derivoinnin yleistyksest.°

0 = f'2)=0

Joka tapauksessa lopputulos on toisen kertaluvun diffe-
rentiaaliyhtéls. Y114 jo ndhtiin, ettd yhtalon f”(x) =0
ratkaisut ovat muotoa f(x) = di + dox, missd d;

10K riittinen lukija muistaa, ettd derivaatan nollakohta voi antaa my6s maksimeja, ja satulapisteiti. Adériarvon laatu saadaan selville

vasta kun tarkastellaan toista derivaattaa.
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ja do ovat vakioita. Vakiot kiinnittyvat reunaehtojen
f(a) = yo ja f(b) = y1 avulla. Pienen laskun jilkeen
saamme siis vastaukseksi, ettd lyhin polku pisteitten p
ja q valilla voidaan esittaéd yhtalona

byo — ay:
b—a

:ylfyo
b—a

Siis jalleen péddyttiin suoriin, joten saamme uuden
maaritelman:

(iv) suora on lyhin polku kahden pisteen valilld

Tossavainen lainasi tietosanakirja-artikkelia vuodelta
1910, jonka kirjoittaja, Uno Saxén, vaitti, ettéa

Epéatyydyttava on esim. madritelméa: suora on
kahden pisteen lyhin vali, koska suoran mittaa-
minen edellyttaa, etta kasite suora on edeltapain
selvitetty.

Téssd Saxén kuitenkin on hakoteilla: oleellista on, et-
té kdyrdn ja kayran pituuden kasite on selvitetty. Téa-
mén jalkeen sitten méaritelladn suora lyhimpéana kay-
rand/polkuna.

Alustava tilinpaatos

Olemme nahneet, etta ainakin tasossa, ja myos avaruu-
dessa R™, suorimmat polut ja lyhimmaét polut ovat sa-
moja, eli lyhyesti suoria. Kaikki mé&ritelmét (i) — (iv)
johtavat siis oleellisesti samaan lopputulokseen. Tilan-
ne ei kuitenkaan ole enédé niin yksinkertainen, kun (ta-
sainen) Eukleideen geometria yleistetdan (kaarevaksi)
Riemannin geometriaksi. T&élloin mé&ritelmét (i) ja (ii)
eivit enédd ole mielekkiitd, mutta méadritelmat (iii) ja
(iv) ovat edelleen kéyttokelpoisia. Kirjoituksen toisessa
osassa perehdytdan hiukan Riemannin geometriaan, ja
pohditaan ovatko (iii) ja (iv) edelleen ekvivalentteja.

Muutamia lisahuomioita
Kayria ja matriiseja

Avaruuden R? kierrot voidaan esittis ortogonaalisten
matriisien avulla. Kaikille ortogonaalisille matriiseille
pétee: |det(A)| = 1.

Lemma 1. Olkoon A ortogonaalinen 3 x 3—matriisi ja
olkoon det(A4) = 1. T&lléin silld on ominaisarvo A = 1.

Ominaisarvoa A = 1 vastaavaa ominaisavaruutta voi-
daan kutsua A:n pyordhdysakseliksi. Tamé ominaisa-
varuus on siis Neovius-Nevanlinnan méaritelmin mu-
kainen suora.

Todistus. Taméan jatdn harjoitustehtavaksi. Tarvitta-
vat asiat 10ytyvat mistd tahansa matriisilaskun oppi-
kirjasta. O

Lemma 2. Jokainen saénéllinen kayra voidaan para-
metrisoida kaarenpituudella.

Todistus. Olkoon c :
edelleen

[a,b] — R? sdannéllinen. Olkoon

olt) = / ¢ (w))du

ja merkitdén g(b) = L. Siis ¢g on kuvaus [a,b] — [0, L].
Edelleen ¢ on bijektio koska ¢'(t) = |¢/(¢)| > 0. Siis on
olemassa kiinteiskuvaus g—!. Asetetaan é = co g~
Nyt on helppo tarkistaa, ettd |¢'(¢)| = 1 kaikilla ¢t. O

Kuvausta ¢~ ! ei useinkaan tunneta eksplisiittisesti,

mutta osoittautuu, ettei sitd tarvitakaan: riittaa tieto,
ettd se on olemassa.

Lemma 3. Olkoon ¢ kaarenpituudella parametrisoitu
kéyra ja p = c(sg). Kéyran suuteleva ympyra téssé pis-
teessa p on

y(t) =a+ r( cos(t/r), sin(t/r))
missé y(tg) = p, r = 1/|k(s0)| ja
1

a=p+ ——n(sp)

% (s0)]

Kéayran suutelevien ympyroitten keskipisteistd muo-
dostuu uusi kayra, alkuperaisen kayran evoluutta.

Todistus. Tarkastellaan yhtaloité
c(s0) = p = y(to)
c(s0) = y'(to)

"(s0) = y" (to)

Viimeinen yhtélo antaa:

y" (to) = —1(cos(to/r),sin(to/r))
= —5(y(to) — a)
= 3(a-p) =)

Koska r = |a — p|, niin téstd jo saadaan, ettd r =
1/|c"(s0)| = 1/|k(so)|- Pitda viela laskea a. Toista yh-
taloa ei ole viela kaytetty:

(i (s0), ¢5(s0)) = (= sin(to/r),cos(to/r))

Tamaéan avulla siis

a=p —r(cos(to/r),sin(to/r))
=p+7(—ch(s0),1(s0))

=P+ i (s0)
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Hiukan variaatiolaskua

Olkoon V kaikkien valilla [a,b] m&ériteltyjen sileitten
funktioitten joukko ja asetetaan

qu: {f€V|f(a):yO ja f(b):yl}
ja
Vo={feVI|f(a)=f(b) =0}
Etsitdan sellaista funktiota f € V4, jolla seuraava ku-
vaus J : V,q — R saavuttaa minimiarvon:

b
J(f) = / VIt F(@)2ds

Lasketaan J:n suunnattu derivaatta. Olkoon g(s) =
f(t) + sh(t), misséd f € V,,q ja h € Vi g on siis kuvaus
g : R — V,,, ja pikainen vilkaisu suoran maaritelmaan
(ii) osoittaa, ettd g on suora avaruudessa V, (ja my0s
avaruudessa V, koska V,,, on avaruuden V osajoukko).
Kiinnitetadn ”piste” f ja ”"suunta” h, ja olkoon

Ji(s) = (Jog)(s) = J(f + sh)

Télloin siis J;y : R — R. Jos f minimoi J:n, niin Jy:114
on minimi, kun s = 0. Télléin pitdd péted J;(0) = 0.
Lasketaan tama derivaatta.

%J(f—ksh)

b
= & [ VIF TG R + s

_ /b £ (@) () + sh!(2)? "
) VT P+ 2sf @l (a) + 2 (2

misté edelleen osittaisintegroimalla

1
By g T
(14 f'(2)?)3/2
a
Nyt pitaa olla voimassa, ettd J }(0) = 0 kaikilla h € Vj,
mikd on mahdollista vain, jos f”(z) = 0. Tata toi-
sen kertaluvun differentiaaliyhtalod kutsutaan tehté-
van Eulerin (tai Eulerin ja Lagrangen) yhtaloksi. Tassa
tapauksessa ratkaisut ovat siis suoria, kuten aiemmin
on jo nahty.
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