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Mihin muotoon asettuu paistaan

kiinnitetty koysi?

Pekka Alestalo
Matematiikan laitos, Teknillinen korkeakoulu

Tarkoitukseni on esittdd vastaus otsikossa mainittuu
kysymykseen, joka aina silloin t&ll6in nousee esiin. On-
gelmalla on pitka historia: ilmeisesti ensimmaéinen hen-
kilo, joka yritti selvittda asian matemaattisin keinoin
oli Galileo Galilei. Hén péatyi laskuissaan kuitenkin pa-
raabeliin, joka on vaaréd vastaus. Virheen havaitsi hol-
lantilainen Christiaan Huygens v. 1646, ja oikeaan rat-
kaisuun paatyivat 1600-luvun lopussa Huygens, Johan
Bernoulli ja G.W. Leibniz. Kyseisen k#yrian nimi on
ketjukéyra eli katenaari (catena = ketju), ja sen yhté-
16ssé esiintyykin yllattden eksponenttifunktioita.

Lahtokohta

Ongelma on siis seuraava: On annettu pétkd narua,
jonka pituus on ¢, sekd ripustuspisteet P = (z1,y1)
ja Q = (x2,y2). Tehtdvind on mairittdd sen kdyrin
y = f(x) yhtélo, jonka muotoiseksi naru asettuu, kun
sen padt kiinnitetdan pisteisiin P ja Q.

Tutkitaan aluksi tdh&n muotoiluun siséltyvia oletuk-
sia. Ratkaisun olemassaolon varmistamiseksi taytyy ai-
nakin olettaa, ettd naru yltaa pisteesta P pisteeseen @),

ts. £ > \/(z1 — 22)2 + (y1 — y2)?. Lisiiksi tehtiviiin si-
saltyy ajatus siitéd, ettd narun muoto voidaan esittaa
jonkin funktion kuvaajana; jos narussa olisi silmukoita
tai se asettuisi osittain vélin [z1, 23] ulkopuolelle, ei sen
esittdminen funktion kuvaajana olisi mahdollista. T&-
mén kirjoituksen lahtokohtana on kuitenkin kaytannon
havainto: ongelmalla on muotoa y = f(z), = € [z1,x2],
oleva ratkaisu.

Jotta kysymyksesta ei tulisi lilan hankalaa heti kétte-
lyssa, oletetaan, ettd naru on tasapaksua ja sen pituus-
tiheys p on vakio. Pituustiheyden yksikko on kg/m ja
s:n pituisen narun massa on silloin ps.

Ensimmainen yritys

Koéyden muoto maaraytyy siitd vaatimuksesta, etta
sen potentiaalienergia on pienin mahdollinen, joten
on muodostettava potentiaalienergiaa kuvaava lause-
ke. Tarkastellaan sen vuoksi lyhyttd narun péatkéa
As. Sen pituutta voidaan approksimoida lausekkeella

(Az)? + (Ay)?, missd merkinnit selvidvat kuviosta.
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Tamén osan massa on likimédarin muotoa
Ay 2
pAs =pi/1+ (—y> Az,
Az

ja sen korkeus z-akselista (potentiaalienergian nolla-
kohta) mitattuna on f(z). Narunpéitkin potentiaalie-
nergiaa approksimoi siis lauseke (muista "mgh”)

(p29)af(a) = gpf a1+ (52) ae

joka on voimassa sitd tarkemmin, mitd pienempi on
Az. Kun Az — 0, niin lauseke Ay/Az lihestyy
funktion kuvaajan kulmakerrointa pisteessi x, joka on
/' (z). Koko narun potentiaalienergia on téllaisten ter-
mien summa, jota rajalla Ax — 0 vastaa integraali

JIf] = /gpf(x)\/m da.

Nyt voimme muotoilla ongelman pelkastadn mate-
maattisin késittein:

e Maarita se jatkuvasti derivoituva funktio

f: [z1,22] — R, joka toteuttaa ehdot

1. f(xl) = Y1, f(xQ) = Y2,
T2
2. /\/1 + f'(x)? dx = ¢,
3. lausekeella J[f] on pienin mahdollinen arvo.

Toisessa kohdassa oleva integraali esittaéd funktion ku-
vaajan pituutta ja se voidaan johtaa samanlaisella
paattelyllda kuin ylla. Kolmannessa kohdassa pieninté
arvoa tarkastellaan kaikkien niiden funktioiden joukos-
sa, jotka toteuttavat kaksi ensimmaéista ehtoa.

Téamaén tyyppisia minimointiongelmia tutkiva matema-
tiikan haara on nimeltdan variaatiolaskenta. Se tarjoaa
yleisen menetelmén minimointi- ja maksimointiongel-
mien késittelyyn, joka tietyssd mielessd vastaa taval-
lisen funktion aariarvojen etsimisté: ne loytyvét deri-
vaatan nollakohdista tai valin paatepisteistéd. Yleisessa

tapauksessa tilanne on kuitenkin hankalampi, silla esi-
merkiksi ylla lauseke J taytyy tulkita funktioksi, jonka
arvot ovat reaalilukuja, mutta muuttujan paikalla voi
olla mika tahansa jatkuvasti derivoituva funktio, joka
toteuttaa ehdot 1 ja 2.

Johdatus variaatiolaskennan saloihin jaa kuitenkin ta-
maén kirjoituksen ulkopuolelle, silla, ehké hieman yllat-
tden, naruongelman ratkaisu saadaankin vaihtoehtoi-
sella tavalla tutkimalla aivan tavallisia derivaattojal

Toinen yritys

Léhestymme ongelmaa toista kautta tutkimalla koy-
teen vaikuttavia voimia: jos koysi on tasapainossa, on
sen kuhunkin osaan vaikuttavien voimien summa nol-
la. Taméa on voimassa erikseen voimien pysty- ja vaa-
kasuorille komponenteille.

Tilanteen yksinkertaistamiseksi oletetaan narun olevan
niin pitké, etta sen alin kohta on ripustuspisteiden ala-
puolella. Yleinen tapaus voidaan joko késitella samal-
la periaatteella erikseen tai johtaa tésta erikoistapauk-
sesta kuvitteellisen pitemmén narun ja yliméaraisten
kiinnityspisteiden avulla.

Koyden jannitysvoima vaikuttaa kussakin kohdas-
sa koyden tangentin suuntaan, jolloin minimikoh-
dassa jannitysvoima T on vaakasuora. Valitaan zy-
koordinaatisto siten, ettd minimikohdassa on = = 0.
Oletetaan, ettd kdyden muotoa kuvaa kiyrd y = f(x)
ja lasketaan y-akselin ja kdyran pisteen (x, f(x)) rajoit-
tamaan koyden palaseen vaikuttavat voimat. Olkoon T
kdyden jannitysvoima ja a kdyden tangentin suunta-
kulma téssé pisteessa.

Koska koyden palanen ei liiku vaakasuorassa, on kaik-
kien voimien vaakakomponenttien summa nolla:

—To+Tcosa = 0.

Téama yhtalo kertoo vain sen, ettd jannitysvoiman vaa-
kasuora komponentti on vakio T kaikissa pisteissa. Toi-
saalta my0s pystykomponenttien summa on sekin nol-
la:

Tsina— gps =0,

missd s on kyseessd olevan koyden palasen

pituus.  Aikaisempien  tarkastelujen  perusteella
xr

s:/\/1+f’(t)2 dt, ja koska Tsina = Tptana =
0

Tof'(z), niin saamme yht&lon

Tof'(z) = gp / VIt P02 dt.
0
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Téasta yhtdlosta seuraa, ettd f/(x) on derivoituva, silla
tama patee oikean puoleiselle lausekkeelle. Koska yhté-
16 on voimassa kaikilla muuttujan > 0 arvoilla, voim-
me derivoida yhtalon molemmat puolet, jolloin saadaan
differentiaaliyht&lo

f"(x) =av1+ f'(x)?, a= %} = vakio > 0.

Sijoitetaan yhtdloon g(x) = f’(x) ja yritetddn rat-
kaista ensin funktio g(x). Yhtdlo tulee muotoon

g (z) = ay/1 + g(x)?2, joka on yhtépitivia sen kanssa,
etta ,
9'(x)
1+g(x)?

Tama nayttad hankalalta, mutta vasen puoli voidaan
kirjoittaa muodossa

di <ln(g(x) + V14 g(x)? )) , (tarkista derivoimallal)
x

jolloin voimme integroida yhtalon molemmat puolet va-
lill4 [0, z] ja saamme

In(g(z) + 1+ g(z)?) —In(g(0) + /1 + g(0)?) = ax.

Kayttamalld tietoja g(0) = f'(0) = 0 (koordinaatiston

valinta!l) ja In1 = 0 yhtéld saadaan muotoon

In(g(z) + 1+ 9(@)?) = az
[+ g(@)? =

& V1+g(a)? =e" —g(@).

Korottamalla nelioon ja ratkaisemalla g(x) saadaan

& g(z) +

1 1
= —(e" +e %)+ C = —cosh C.
5 (e +e ) + ~ cos (az) +
Téassé esiintyva funktio cosht, hyperbolinen kosini,
méritelliin kaavalla cosht = (ef +e™").

Yleisessa tapauksessa ratkaisukdyrd on muotoa y =
Lcosh(a(z — x0)) + C, ja siini esiintyvit kolme va-
kiota a, xo, C maaraytyvat kirjoituksen alussa esilla ol-
leista ehdoista 1. ja 2. Kaytannossa ehtoja taytyy kéa-
sitelld numeerisesti, ja esimerkiksi tapauksessa f(0) =
1, f(2) = 3,¢ = 5 saadaan vakioille arvot a =~ 2,4, xg =
0,82 ja c = —0,54.

259

1.54

054 \

Kuviossa yhtendinen viiva kuvaa katenaaria ja pistevii-
va puolestaan paraabelia y = 2,072% — 3,14z + 1, joka
toteuttaa samat kolme ehtoa (likim&érin).

Miksei paraabeli kay?

Paraabeli ja katenaari eivét siis ole samoja kéyria. Mik-
si koysi kuitenkin nayttdd ainakin likiméaéraisesti pa-
raabelilta?

Syy liittyy eksponenttifunktion sarjakehitelméan. Eks-
ponenttifunktiolle on voimassa arvio

x? x?
e“=14+x+ o7 + korjaustermi ~ 1—&—9@—1—?,
joka on voimassa sité tarkemmin, mité pienempi on |x|.
Sijoittamalla muuttujan paikalle —z saadaan e™® =~
1+ (—2)+ 4 (—z)? =1 -z + 122, joten hyperboliselle
kosinille saadaan approksimaatio

1
coshz = i(ex +e ")
1 x? x? 1
~ (1 —t1- =1+ =22
2( tat o+ x+2) + 5

Tama tarkoittaa sitd, ettd katenaari nayttéda paraabe-
lilta sitd tarkemmin, mitd ldhempéana huippua ollaan.
Kauempana huipusta ero katenaarin ja paraabelin véa-
lilla tulee kuitenkin selvemmaéksi.

Paraabeli on kuitenkin koysiongelman ratkaisu siiné ta-
pauksessa, ettd koysi kannattaa kuormaa, josta syntyy
vaakasuorassa suunnassa tasainen painojakauma. Tal-
lainen tilanne voi syntyé esimerkiksi riippusiltojen ra-
kenteissa, koska siltaa kannattavien vaijerien massa on
mitaton itse sillan massaan verrattuna. Tassa mielessa
Galilei ei ehka sittenkdén ollut aivan védrissal



