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Tehtavien ratkaisut

1. Ratkaisu. Toisen kierron jilkeen syntyva nelié on
peilikuva alkuperaisesta neliosta pisteen P suhteen. Jos
P ei ole alkuperéisen nelion sisalla, niin peilikuvalla ja
alkuperdiselld neliolla ei ole yhteista pistetta. Talloin
kolmen nelion yhteisen pinta-alan taytyy olla suurempi
kuin 2 - 144 cm? = 288 cm?.

Oletetaan, ettd nelion sisilld on sellainen piste P, jonka
ympari neliota 90° kiertamalla saadaan kokonaispinta-
alaksi 211 cm?. Yhden nelién pinta-ala on 144 cm?
ja paillekkiisten osien pinta-ala on 2 - 144 cm? —
211 cm? = 77 cm?. Vihentdmilli yhteisen pinta-alan
neliosts, saamme 144 cm? — 77 cm? = 67 cm?.

77 cm?

.

Kuva 1.

Ensimméinen kierto siis lisési pinta-alaa 67 cm? (tum-
mennettu alue kuvassa 1). Toista neliotd kierretddn
nyt 90° pisteen P ympari. Ensimmaéisen nelion kier-
retty kuva on toinen nelié ja toisen nelion kierretty

kuva on kolmas neli6. Kokonaispinta-ala voi kasvaa
kussakin kierrossa enintddn saman verran kuin edel-
lisella kerralla, eli pinta-ala ei voi olla suurempi kuin
211 cm? + 67 cm? = 278 cm?, joka on vihemmén kuin
annettu 287 cm?. Siten pistetts, P ei ole olemassa.

2. Ratkaisu. Ensimmaiseksi osoitamme, ettd minka
tahansa nelikulmion sivujen neliiden summa on enin-
tddn nelja kertaa sen pinta-ala. Kuvan 2 merkintoja
kéyttaen nelikulmion pinta-ala on

Aapcp = Aapp £ Apcp
< Auapp+ Apcp

_a-d-sina  b-c-siny
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Kuva 2.

Aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon vélisesté
epayhtalosta saamme
a2 + d2
2

ad <
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ja
b + 2

be <
cs—5

ja siten
4Aagep < a2+ 02 + 2 + d2,

kuten ylld on vaitetty.

Jos vastaava epayhtdld muodostetaan jokaiselle moni-
tahokkaan sivulle ja epayhtdlot summataan, niin vasen
puoli on 4A ja oikea puoli 2Q. Niinpa 44 < 2@Q) ja siten
24 < Q.

3. Ratkaisu. Koska % > | f(0)], niin f(0) = 0. Kaikilla
muilla n:n arvoilla f:n arvo on positiivinen kokonaislu-
ku, silld muuten ehdosta f(n) = 0 < n seuraa, etti

1
5>Lﬂm—qm=l—mﬂ
ja siten
1
n<— <lI,
pe

mikd on mahdotonta. On helppo tarkistaa, etté

VE+1 V51
2 2

1.

qlg—1) =
Siten mille tahansa luonnolliselle luvulle n on

|f(f(n)) = f(n) —nl
=[f(f(n)) —qf(n) + (g —1)f(n) — qlg — 1)n|
=[f(f(n)) —af(n) + (g — 1)(f(n) — qn)|.
Koska kaikille reaaliluvuille pétee |a +b| < |a| + |b], voi
edellinen itseisarvo olla korkeintaan
|f(f(n)) —af(n)[ +[(¢ — 1)(f(n) — qn)]|
= f(f(n)) = af(n)[ + (¢ = DI(f(n) — qn)],

joka on vahemman kuin

—~ o~

1 1
—+(@-1)-=1
q )q

annetun ehdon mukaan. Siten

[f(f(n)) = f(n) —n| <1,

miké on mahdollista vain, jos

f(f(n)) = f(n) —n =0,
koska f(f(n)), f(n) ja n ovat kokonaislukuja.

4. Ratkaisu. Oletetaan, ettd sieni on siis puoliym-
pyrdn muotoinen levy, jonka halkaisija on AB. Jos A
liikkuu pitkin z-akselia ja B liikkuu pitkin y-akselia,
niin puoliympyran toisen puolen keha liikkuu pisteen
O kautta. Siten mikéaén pyyhityn alueen piste ei ole 20
senttimetrid kauempana pisteesta O.

Y

Kuva 3.

Ympyran neljanneksen, jonka sdde on 10 cm ja kes-
kipiste O, peittavéat puoliympyréat, joiden halkaisijoina
ovat z- ja y-akselit (Kuva 3).

Y

Kuva 4.

Jos P on kahden kaaren viliin jadva piste ja OP leik-
kaa laajemman kaaren pisteessa R, niin pisteet R ja
Ry ovat pisteen R projektiot z- ja y-akseleilla. T&ll6in
OR;1RRy on nelikulmio, jonka lavistdjat ovat RO =
R1 Ry = 20 cm. Jos piste C on nelikulmion keskipiste,
niin OC' = 10 cm, ja C sijaitsee pienemmalld ympyran
neljanneksen kaarella ja P sijaitsee janalla C'R. Piste
P sijaitsee siis kolmion Ry RR5 rajaaman alueen sisalla.
Kolmio Ry RRy on kokonaan puoliympyrén, jonka hal-
kaisija on RjRs ja kehépiste R, sisalld. Siten pesusieni
pyyhkii pisteen P.
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Kuva 5.

Edella olevasta seuraa, ettd pesusienen pyyhkiméa
alue muodostaa neljannesympyrén, jonka halkaisija on
20 cm ja sdteen keskipistadna O, joten pyyhitty alue

on 1
1 20%7 = 1007 cm?2.

5. Ratkaisu 1. Kuvasta 6 ndhdian funktion

f(z) = 3z — 423

Saamme f7:n muotoon

8

yz—g(fﬂ—

1
3

_)_

8

0.5 r

IT4t4 sijoitusta, josta kiytetaan nimeid Tschirnhausin sijoitus, kdytetiin myos yleisen neljinnen asteen yhtilén ratkaisemisessa.

Se eliminoi kolmannen asteen termin.

Kuva 6.

9.’1?

1

=3$4—2x2—§x——.

9

kuvaaja. Pisteviiva esittdd suoraa, jonka yhtaloa etsi-
taan. Huomaa, ettd jos x:n tilalle sijoitetaan® x + %7
miké aiheuttaa kuvaajan siirtymisen —% suhteessa ak-
seliin, niin syntyvéa neljinnen asteen polynomi fi(x)
f(x+ %) ei sislld kolmannen asteen termié:

sivuaa kéyrad fi(z) kahdessa pisteessd. Kysytty suo-
ra saadaan suorittamalla kaanteinen sijoitus. Jos z —
sijoitetaan x:n paikalle, suoran yhtéloksi saadaan

4

27
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Kuva 7.

5. Ratkaisu 2. Suora y = az + b sivuaa funktion
y = 3z* — 42 kuvaajaa korkeintaan kahdessa pisteessi
jos ja vain jos polynomi

p(z) =3z* — 42 —az —b

sivuaa z-akselia kahdessa pisteessa eli silld on kaksi
juurta. Kuvaajan aste on nelja ja siten jokainen juuri
on kaksoisjuuri, ja muita juuria ei ole. Jos juuret ovat
x1 ja g, niin p(x) voidaan jakaa tekijoihinsa:

(1) p(z) = 3(x — 1) (x — 29)%
Kertomalla oikea puoli auki saadaan

3zt —4a® —ax — b
_ 9.4 _ 3 3 2y,.2
=3z" — 6(z1 + x2)x” + 3(x] + dz122 + 25)x

— 6x172(T1 + 22)T + 3273,

Koska vastaavien kertoimien pitda olla yhta suuria,

(2) T+ T2 = ;
(3) 2?2+ dxixy + 22 =0,
(4) 6x122(x1 + 22) = a,
(5) —3zizi = 0.

Yhtélosta (3) saadaan

(1'1 + 1'2)2 = 72%11’2

ja edelleen yhdistamélla tamé yhtéalon (2) kanssa saa-

daan z12y = —3. Tamén jilkeen yhtilostd (4) seuraa
a= 73 ja edelleen yhtélosta (5) b = 72%.

Edellisesta seuraa, ettd suoran yhtalo voi olla vain

8 4

YS9 Ty
T&maé suora on kysytty ratkaisu, koska yhtéloiden (2)
ja (3) juuret ovat reaalilukuja (z; = & — V3 ja my =

% + ?) ja ylla olevat vaiheet voidaan suorittaa kaan-
teisesti ja yhtdlon (1) tekijit ovat reaalilukukertoimisia
polynomeja.

5. Ratkaisu 3. Olkoon a mielivaltainen reaaliluku.
Yhtalo suoralle, joka sivuaa annettua kéyraad pistees-

sé (a, f(a)), on
y = f'(a)(z —a) + f(a).

Jos b # a, niin tdmé& on yhtenevd kayrén tangentille
pisteessa (b, f(b)) jos ja vain jos

(6) f'(a) = f(b)
ja
(7) fla)—a- f'(a) = f(b) = b- f'(D).

Yhtalosté (6) saadaan jakamalla polynomilla a —b # 0,
etta

(8) a*>+ab+b*—a—b=0,

ja yhtélosta (7) samalla tavoin, ettd

(9) 9(a + b)(a® + b*) — 8(a® + ab + b*) = 0.
Kohdasta (8) seuraa

a?+ab+bv®=a+b
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ja sijoittamalla yht&l6on (9) saamme

a2+62:§

(10) ;

Sijoittamalla t&ma yht&l6on (8) saamme

8
b—ab=—
a+ a 9

(11)
Koska yhtélot (10) ja (11) johtavat neljinnen asteen
yhtaloon, esitellddn uudet muuttujat v = a + b ja
v = ab. Saamme

8
2

—2 = —, — = —.
u v 9 u (% 9

Sijoittamalla v = u — % saamme

8
2
_2 __—O.

Taman juuret ovat u; = % jaug = %. Vastaavat arvot
v:lle ovat v; = —% javg = g.
Nyt a:n ja b:n arvot ovat yhtaldiden

t2—u1t+111:0

ja

t2 — UQt + Vo = 0
ratkaisuja. Ensimmaéisessa tapauksessa a = % — @ ja
b= % + ? ja toisessa tapauksessa juuret ovat yhta-
suuret, a = b = % Koska méaaritelmén mukaan a # b,
toinen tapaus ei ole ratkaisu.
Jos a = % — ?, niin f'(a) = f% ja

4
!/
a)—a- f'(a) =—=,
fla)—a- /(@) =~

Koska kaikki vaiheet ovat kadnteisia, saadaan sama yh-
talo tangentille pisteessa (b, f(b)).

b/

oY

\
|
C
o\//
E

Kuva 8.

1

Huomautuksia. Ratkaisun 3 ehdosta (8),

f'(a) = f'(b)

=0
a—b ’

saadaan ellipsi, jos a ja b esittdvat koordinaattiakse-
leita (Kuva 8). Tama4 ellipsi koostuu pisteistd P(a,b),
joille kilyréin y = 423 — 322 tangentit pisteissi (a, f(a))
ja (b, f(b)) ovat yhdensuuntaisia. Ellipsin akselit ovat
yhdensuuntaisia koordinaattiakseleiden kulmien lavis-
téjille, ja ellipsin keskipiste on C(%, %)

Lyhyemméin livistajén padtepisteet ovat O ja I(3, 2).

1 11 1
Bz +—&=,7———5=
REREVEE R
ja
1 11 1

E2(3 /33 + \/§)
ovat kaksinkertaisen tangentin sivuamispisteitd. Tama
suhde tulee selviksi, jos ajattelee neljannen asteen yh-
talon kuvaajan symmetrisyytta pisteen x = % suh-
teen. Tdméa on symmetriakeskuksen abskissa kolman-
nen asteen derivaattafunktion kuvaajalle, joka esittda
tangenttien kulmakerrointa. Jos kaksoistangentin yhta-
16 vahennetaan neljannen asteen polynomista, saadaan
neljannen asteen kayra, joka on symmetrinen suoran
T = % suhteen. (Tamé& on syyné sijoitukseen ratkaisus-
sa 1.) Siten tangettipisteiden abskissat ovat symmetri-
sid pisteen & = 1 suhteen. Tamé piste sijaitsee kuvassa

3
8 suoralla a +b = %, joka on ellipsin paaakseli.

On helppo tarkistaa, etta kaikilla neljainnen asteen kay-
rilla, joilla on kaksinkertainen tangentti, on tdmé omi-
naisuus, eli

f'(a) — f'(b)

a—>b

esittaa ellipsid tasmalleen tédssa tapauksessa. Kaikki
talld tavoin saadut ellipsit ovat samanlaisia, niiden ek-
sentrisyys on @ ja ne kaikki saadaan kuten kuvas-
sa 8 on esitetty. Pikkuakseleiden paatepisteet esitté-
vat vastaavan neljannen asteen kayrdn kddnnepisteitd
ja padakseleiden padtepisteet esittavat kaksoistangent-
tien kosketuspisteita.

=0

6. Ratkaisu 1. Jos muurahainen on kayran pisteessé
P(a,b), niin yhtaloilla

24+ —-6=0

ja

v +ay+a®>—6=0
on reaalilukujuuret a ja b. Siten diskriminantit D =
24 — 3b% ja D, = 24 — 3a? ovat ei-negatiivisia. Jos
kumpi tahansa niistd on nolla, esimerkiksi D, = 0
eli [a] = 2v2 (siten b = —%), niin muurahainen ei
voi jatkaa kavelyadn y-akselin suuntaisesti. Néin kay
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pisteissé Y (2\/5, —\/5) ja YQ(—2\/§, \/5) Samoin, kun
Dy = 0, eli muurahainen on pisteissa X1(\/_ ,—\/5)
tai Xo(—+/2,2v/2), se ei voi jatkaa kivelyfian z-akselin
suuntaisesti.

Téama on helposti ndhtavissa, jos huomaa, etta kayra
4y dry==6
on ellipsi (Kuva 9) ja pisteet X;,Y; ovat pisteitd, jois-

sa koordinaattiakseleiden suuntaiset tangentit sivuavat
kayraa.

Kuva 9.

Jos muurahainen on pisteesséd P(a,b), joka ei ole mi-
kaan neljasta ylla mainitusta pisteesta, niin muurahai-
nen voi kavelld kumpaan tahansa suuntaan. Jos P ei
ole 1ahtopiste, niin muurahainen voi kdvella vain yhteen
suuntaan, koska toinen suunta on tulosuunta.

Jos muurahainen kéavelee esimerkiksi x-akselin suuntai-
sesti ja saapuu kdyran pisteeseen Q(c,b), niin ylla ole-
van paattelyn mukaisesti ¢ # a, ja luvut a ja ¢ ovat
kaksi yhtalon

22+ br+b2—6=0

reaalijuurta. Siten a + ¢ = —b.

Q(c;b)

Y

Vastaavasti, jos muurahainen kavelee y-akselin suun-
taisesti ja saapuu pisteeseen R(a,d) pisteestd P, niin
d+ b= —a (Kuva 10).

Edella olevasta seuraa, ettd kaikki muurahaisen kulke-
mat segmentit ovat sellaisia, ettd niiden paatepistei-
den koordinaateista kayralld kaksi neljasta ovat samo-
ja. Naiden koordinaattien ja jaljelle jadavien summa on
nolla: a+b+c=0jaa+b+d=0.

Jos muurahainen esimerkiksi aloittaa kavelyn pistees-
té Py(a,b) z-akselin suuntaisesti, sen polku kulkee seu-
raavien kiyran pisteiden kautta: Py(a,b) — Pi(—a —
b,b) — Pa(—a —b,a) — Ps(bya) — Py(b,—a —b) —
Ps(a,—a —b) — Ps(a;b).

Jos muurahainen ei saavu mihinkaan pisteista X;,Y;,
niin sen kavely paattyy kuudennen segmentin loppuun.
Jos muurahainen saapuu joihinkin pisteisiin X;, Y;, niin
sen kévely loppuu jo aiemmin.

Huomautuksia. 1. Helposti havaitaan, ettd muura-
hainen voi saapua pisteeseen X, jos se kévelee y-akselin
suuntaisesti: pisteeseen X pisteesti By (v/2, v/2) ja pis-
teeseen X5 pisteesté Bz(f\/— , f\/§) Nama ovat samo-
ja pisteita, joista muurahainen voi tavoittaa pisteet Yy
ja Ys.

Yhteenvetona voidaan todeta, ettd jos lahtopiste on
muu kuin X;, Y;, B;, niin muurahaisen kévely paat-
tyy kuuden osuuden jalkeen, jos lahtopiste on B;, niin
kévely paattyy yhden osuuden jalkeen, ja jos lahtopis-
te on X; tai Y;, niin kavely paattyy kahden osuuden
jalkeen.

2. Kaytettaessd merkintdd ¢ = —a — b muurahaisen
polku kulkee (erikoistapauksia lukuunottamatta) pis-
teiden (a,b), (¢, b), (¢,a), (b,a), (b, c), (a,c), (a,b) kaut-
ta. Pisteiden koordinaatit ovat kaikki a, b tai c ja
a+b+c¢ =0 (Kuva 11). Polku, kuten myos kuvaa-
ja, on symmetrinen suoran y = x suhteen.

at+b+c=0 yA /
(c;b) P(ab) .
(@) (b:2)
/// | j
(ad (b0
Kuva 11.
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Edellé olevilla lukukolmikoilla on mielenkiintoinen suh-
de tehtavan 5 mahdolliseen ratkaisuun. Jos alkuperai-
nen polynomi on kolmannen asteen polynomi

f(I) = IS - 6177
niin tdmén tehtavan ellipsin yhtalo on

f(@) — fy)
T —y

=0,

ja ellipsin pisteiden koordinaatit ovat lukupareja (a, b),

joille f(a) = f(b).

Jokainen f:n arvo, paitsi paikallinen &ariarvo, saavute-
taan kolmessa pisteessd ja muurahaisen kulkema pol-
ku vastaa tallaista kolmikkoa. Talla esitystavalla ongel-
man ratkaisu on ilmeinen.

6. Ratkaisu 2. Kierretadn kidyran kuvaajaa ja muu-
rahaisen polkua —45°. Talloin kdyran yhtalé on (Ku-
va 12)

2

8

2
y
-1
2ty

A
S

[\)

Y

Kuva 12.

Kierretty muurahaisen kulkema polku koostuu osista,
jotka ovat 45° kulmassa koordinaattiakseleihin nahden.

Ellipsin eksentrisyys on % = % Siten ortogonaalisen

akseleiden yhtéildisyyden ja tekijalla /3 skaalaamisen
jalkeen ellipsista saadaan origokeskinen ympyra, jossa
muurahaisen polut muodostavat +60° ja —60° kulmat
z-akseliin ndhden (Kuva 13).

Y

Kuva 13.

Muurahaisen paikka kayralla kahden segmentin jalkeen
lahtopisteestd saadaan 120° kulmana lahtopisteeseen
nihden. Kulman suunta riippuu muurahaisen kavely-
suunnasta. Koska suunta siilyy samana koko muu-
rahaisen matkan ajan, muurahainen valttamatta pa-
laa lahtopisteeseen kuuden segmentin jalkeen ja kavely

paattyy.

Néin kay kaikissa muissa lahtopisteissé, paitsi kuudessa
erikoispisteessa. Nelja naista pisteisté on sellaisia, jois-
sa tangentit muodostavat 60° kulman x-akselin kanssa.
Jos muurahainen saapuu naihin pisteisiin, sen taytyy
pysahtya. Kaksi muuta pistettd ovat pystysuoran hal-
kaisijan paatepisteet, joista muurahainen paatyy tan-
genttipisteisiin (Kuva 14).

Y

Kuva 14.
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