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Muutamia ajatuksia matematiikan

opetuksesta

Tibor Szalontai, tri, Nyiregyhaza, Unkari
Marjatta N&idtidnen, dosentti, Helsingin yliopisto

Matematiikan opetuksesta

Matematiikan didaktiikka on monitieteinen, oma tie-
teenhaaransa, jolla on aivan omat erityispiirteensé ver-
rattuna muihin ainedidaktiikkoihin. Se ei ole vain so-
vellettua pedagogiikkaa, vaikkakin se vasta luo omaa
tieteellista kieltdén ja tutkimusmenetelmidéan.

Matematiikan didaktiikka kéayttda ja soveltaa yleisen
pedagogiikan pédtuloksia ja perusperiaatteita. Silld on
kuitenkin useita erityisié piirteité ja tuloksia, joita tus-
kin voidaan soveltaa yleiseen tai useiden muiden ai-
neiden pedagogiikkaan. Matematiikan didaktiikassa on
myos useita ongelmia, jotka eivit ole kovin kiinnosta-
via muiden aineiden kannalta; néité ei voi ratkaista eika
néihin voi vastata yleisen pedagogiikan puitteissa. Esi-
merkiksi matematiikan dérettomyyskésitteiden opetus,
matemaattinen induktio, implikaation A = B opetta-
minen kun A on epétosi, méiritelmien pohjustaminen
ja niiden ymmértédmisen rakentaminen, matemaattisen
lahjakkuuden komponentit jne. Erityispiirteet seuraa-
vat usein matematiikan erikoisesta luonteesta verrattu-
na muihin tieteisiin.

On useita hyvid matematiikan opettamisen ldhestymis-
tapoja, tyylisuuntia, kayténtoja, luokkahuoneen
jirjestelyjd (oppilaiden ryhmittely, istumisjérjestelyt).
Niilld on etuja tai haittoja ja niiden tehokkuus vaihte-
lee riippuen

e oppilaiden i&sté ja kykytasosta

e crityisistd didaktisista tehtédvistd, matemaattisis-
ta késitteistd ja probleemoista, tarvittavista ver-
baaleista ja kirjallisista taidoista jne.

Euroopassa vallitsee nykyisin useita késitteellisia
suuntauksia, esim. tutkiva, historiallista jarjestysta
seuraava, strukturaalis-formalistinen, ongelmanratkai-
sua painottava, sovellussuuntautunut, yksilollistetty,
tietokone-orientoitunut. Ne eivét sulje toisiaan pois
eikéd mik#dn niistd esiinny ainoana opettajan tyOssa.
Puhukaamme siis vain suuntauksista tai niiden vallit-
sevuudesta.

Nykyisin matematiikan didaktiikan kirjallisuus ja eri-
laiset kasitteelliset suuntaukset keskittyvét oppilaan
matemaattiseen ajatteluun ja ongelman ratkaisuun
kullakin luokalla ja ikdryhméssid. Kansalliset ja kan-
sainviliset vertailut ovat kuitenkin viime vuosikym-
menind osoittaneet monissa ldnsimaissa syrjdytyvien
oppilaiden lisddntymistd ja laskevaa suuntaa kes-
kimé&araisessd matematiikan suoritustasossa, vaikkakin
tietty vihemmisto yltda erinomaisiin suorituksiin.

Hyvien opetusmenetelmien opettaminen opettajille
niin, ettd ne lopulta toteutetaan itse opetustyossi, on
vaikea tehtava. Hyvien ideoiden tietdminen ei sinédnsé
tuo automaattisesti hyvié tuloksia, vaan opettajan roo-
li ja kéytettdvissd oleva opetusmateriaali ovat menes-
tyksen suhteen edelleen ratkaisevassa asemassa.
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Opettajan on valittava eri vaihtoehdoista, kun hénen
on opetettava erityinen teema, aihe, késite, uusi
tyoskentelytapa, taito, pohjustettava kisitettd, raken-
nettava systemaattisesti tietoa, kehitetettava sovelluk-
siin sopivaa tietoa, kykyjé, rutiineja. Opettajan tulisi
tuntea mahdollisimman monta erilaista opetusmetodia,
suuntausta ja konkreettista menetelméé. Nain han voi
laajentaa omaa menetelméllistd kulttuuriaan, luovuut-
taan ja kekselidisyyttdn. Parhaat ainekset eri opetus-
metodeista tulisi integroida, jotta saadaan tehokkaita
oppitunteja.

Kaytinnollinen ndkdkulma

Unkarissa saadun kokemuksen mukaan eritasoisten
oppilaiden matemaattisen ajattelun kehittdmisessé
patevit samat oppimismenetelmét. Kaikkien oppilai-
den tulisi saada parhaiden menetelmien mukaista ope-
tusta koulussa. Kaksi pidinvastaiselta ndyttavidsd suun-
tausta ovat

e oppilaiden eriyttdminen

e suurten ryhmien opettaminen samanaikaisesti
(samassa luokassa)

Lisévaatimus, joka ehkd on myGs ristiriitainen en-
simméisen kanssa, on yhteistyd- ja kommunikaa-
tiokykyjen opettaminen. Ehdotamme kompromis-
sia ja tasapainoista opetus- ja luokkahuoneratkai-
sua. Eriyttdminen voidaan ratkaista luokkahuonees-
sa, kotitehtdvilld ja (sdénnollisesti tai tilapéisesti pi-
dettéivilld) iltapiiviryhmilld lahjakkaille ja kertaustun-
neilla jéalkeenjaéneille.

Meistéa yksinkertaiset apuvélineet ovat hyvia késitteen-
muodostuksen ensimmaéisesséd vaiheessa. Taméd on
Piagét’'n sisdistdmisteorian mukaista. Ulkoinen toimin-
ta muutetaan vihitellen sisdiseksi ajatteluksi kiyttien
ensin vilineitd, sitten kvasimanipulatiivista ajattelua
(kuviteltu toiminta tai malli), lopuksi pelkistiéin ajat-
telua. Visualisoinnin voimakkuushierarkia kasvavas-
sa jarjestyksessd on: luento; selitys ja esimerkit, ku-
vat, kalvot, kuviot ja graafit; liikkuvilla visuaalisil-
la apuvélineilld demonstrointi, tietokoneanimaatio, vi-
deofilmi; todellisen eldmén demonstrointi ja toiminta;
apuvilineiden kaytto; lopuksi kaikkein tehokkaimpana
oman kehon liike. Esimerkiksi kombinaatioiden opet-
telu on tehokkainta pienilld oppilailla, jos he (esim. 4
oppilasta) asettuvat eri jirjestyksiin ja niitd tutkitaan.

Oppilaille tulisi jarjestdd mahdollisimman paljon omaa
tyoté (joskus pienissd, heterogeenisissa ryhmissé), mut-
ta niin, ettd erilliset osatehtédvét tai toiminnot anne-
taan kyllin pienissé erissi ja koko luokka tai tasoryhméa
toimii saman aiheen ja ongelman parissa esim. muu-
taman minuutin ajan. Mikéli itsenéiseen tychon an-
netaan suuria tehtdvikokonaisuuksia, heikot oppilaat

eiviit ehkd pédse etenemédn, nopeammat pitkastyvat
ja alkavat tehda jotain muuta, eikéd luokkaa saada py-
syméa#n samassa tahdissa. Nopeimmille voidaan antaa
ylim&aréisid tehtavid, joissa on vdhemmén laskemis-
ta, mutta jotka kehittavit ajattelua. Néihin he voi-
vat palata aina, kun on aikaa. Itsenédinen ty6vaihe voi-
daan jirjestdd myos kahdessa — kolmessa tasoryhmaéssa,
péadosin harjoitteluvaiheessa mutta myos uutta opit-
taessa.

Omaa ty6té seuraa aina koko luokan (tai koko ryhmén)
keskustelu, jokaisen tehtdvan tai probleeman jélkeen.
Oman tyon rooli ja tarkoitus on kehittdd ongelman
ratkaisua (intuitiota ja luovuutta); kehittdd kirjallisia
taitoja ja kykyjd, varmistaa nopeutta. Yhteiskeskus-
telun rooli ja tarkoitus on: kehittds sanallisia kykyja
ja taitoja, rohkeutta, matemaattisten kasitteiden ke-
hittdminen, vaarinkésitysten ja virheellisen ajattelun
l6ytaminen ja korjaaminen, palaute ja oppimisproses-
sin ohjaaminen. Né&in rakennetaan matematiikan ra-
kennetta ja estetdéin vaara sirpaloituneesta tiedosta.
Opettajan tulisi padstd selville kunkin oppilaan tulok-
sista, erilaisia ratkaisuideoita kerdtdan ja ajattelutapo-
ja yritetdan kehittdd monipuolisemmiksi. Kyllin usein
tapahtuva ohjattu keskustelu auttaa myos heikkoja tai
hitaita oppilaita pddsemédn muiden mukaan seuraa-
vaa osatehtdvad ratkaistaessa. Oppilaiden keskittymi-
nen siilyy paremmin ja tunti kdytetdan tehokkaammin
kuin jos kaytetddn pitkid itsendisia tyovaiheita. Mikali
halutaan pidempié kokonaisuuksia, voidaan niitd an-
taa kotitehtdviksi. Virheet eiviit ole vaheksymisen tai
pilkan aihe, oppilailla on oltava alkuvaiheessa vapaus
erehtyd. Vaatimustaso kohoaa ajan myotd, mutta uut-
ta késitettd opittaessa ei ole ongelmallista, vaikka
oppilaalla olisi virheellinen ratkaisuehdotus. Virheet
kéytetdan kaikkien hyodyksi yhteiskeskustelussa.

Matematiikan opetus keksimélla tarkoittaa keksimisen
johdattelua kéayttdmailla apuvélineitd, malleja, struk-
turoituja probleemasarjoja, jotka johdattavat oppi-
laat ennakoimaan mé&éritelmié tai masritelmiin, uusiin
esikéisitteisiin tai késitteisiin omin ponnistuksin, rat-
kaisuin ja yrityksin pienin askelin. Aiheiden rakenne
voidaan parhaassa tapauksessa rakentaa vuosi vuo-
delta laajenevan spiraalin omaisesti. Useita aihei-
ta ja esikésitteitd esiintyy jo alkuvaiheessa ja tdméa
johtaa yhi tarkempaan matemaattiseen opetukseen
myOhemmin, véhitellen. Toinen térked nékokohta on
optimaaliset matematiikan sisédiset ja muihin oppiainei-
siin liittyvét yhteydet.

Opettajan rooli on hyvin tédrked, héan laatii spiraalin-
omaisesti eteneviit tehtéivit (ellei ole hyvii oppikirjaa),
jarjestdd tunnin rytmityksen, oman tyoskentelyn ja yh-
teiset keskustelut (oppilaiden palautteen ja arvioinnin,
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seurannan), antaa lyhyet selitykset, mééritelmit, tar-
vittavan vahvistuksen. Oppilaille on joustavat (ei lii-
an jiykit) etenemisvaatimukset, jos mahdollista, yk-
silolliset. Tam& halutaan tietenkin perustaa oppilai-
den tiedonjanolle, kiinnostukselle, kilpailunhalulle. Ma-
tematiikan opettajien tulisi oppia tehokkaan oppitun-
nin pitdmistaito. Tehokkaan oppitunnin aikana jokai-
sen oppilaan tulisi tyoskennelld matematiikan parissa
tunnin aikana mahdollisimman paljon, tehokkaalla in-
tensiteetilld ja saavuttaa oppimistavoite. Itsenéinen tyo
ei sovellu vain harjoitteluun, vaan taitavasti ohjattuna
se voi olla hyvin hyddyllinen myos uutta tietoa pohjus-
tettaessa. Uusia késitteitd voidaan esitelld eri tavoilla,
ei vain opettajan toimesta.

Tehokas oppitunti késittdd mielestimme lyhyehkoja
tehtévid omatoimisesti, opettaja kulkee luokassa ja seu-
raa kunkin oppilaan etenemisti, neuvoo tarvittaessa.
Sitten hén lopettaa itsendisen tyon vaiheen. Keskus-
telu alkaa, ideat kerdtddn ja kysytddn, kuka on sa-
maa/eri mieltd. Miksi? Oppilaat selittivit ajatteluta-
pansa (téissi vaiheessa opettaja ei vield vahvista, ku-
ka on oikeassa/viirissi). Opettaja lopettaa keskus-
telun. Hén toteaa, mikd etenemistapa oli hyvé/ei ol-
lut hyvé. Selvitetddn, miksi. Kun asiasta ollaan yhté
mieltd, opettaja kysyy, kuka osasi ratkaista tehtédvan
yksin. Oppilaat etsivét itse virheensi ja merkitsevit ne
punaisella. Heidén tehtédvénsé on virheen korjaamisek-
si laatia itse virheeton ratkaisusuunnitelma. Opettaja
antaa palautteen, kehuu hyvid suorituksia. On hyvé,
ettd oppilaat kertovat ideansa, mutta vield parempi
on, jos he kertovat, miten he ajattelivat ja oppivat
niin ongelmanratkaisustrategioita. Tehokas oppitunti
tarkoittaa myds, ettd tarvittavat apuvélineet ovat kun-
kin oppilaan kéasilla hyvéassé jéarjestyksessé ja nopeasti
saatavana. Talloin ei oppitunnista mene aikaa niiden
jakamiseen ja poiskorjaamiseen. Téllaisen jérjestelyn
edellytyksené on, ettéd oppilaat pystyvét keskittyméain
eivitkd hermostuneesti néprdia apuvélineiden kanssa
silloin, kun niita ei kdyteté.

Koko luokka yritetddn pitdd mahdollisimman kauan
yvhdesséd (12 ikévuoteen asti selvitdén melko hyvin
eriyttdmalla, sen jédlkeen oppilaiden erot ovat kasva-
neet suuriksi ja ongelman ratkaisu riippuu olosuhteis-
ta). Koko luokan yhdessé pitéminen on hyviksi heikoil-
le oppilaille, silla koko luokan keskustelu tukee heité.
Opettaja eriyttdd antamalla useampia pienié kysymyk-
sid lahjakkaille, jotka palauttavat tulokset paperilla
tunnin lopussa. Oppilaille annetaan vaikka kolmea eri
tasoa tehtdvid kotitehtéviksi, oppilas valitsee, minké
tason haluaa. Tunnilla eriyttdminen voidaan tehda it-
sendisen tyovaiheen aikana esimerkiksi antamalla viisi
vihitellen vaikeutuvaa osatehtdviaa ja kertomalla, et-
tei ole ongelmaa, vaikka oppilas saisi vain ensimmaéiset
kolme ratkaistua annetussa ajassa. Opettaja voi myos
vain seurata, kuka ennétti tehdd mitenkin paljon. Ko-
tityo on térked osa matematiikan oppimista. Eri tasoi-
sia kykymyksia tarjotaan ja oppilas voi siis itse valita

itselleen sopivan tason.

Lénsimaissa on matematiikan opetuksessa télla het-
kelld voimakkaana suuntauksena ongelmanratkaisu.
Téamén suuntauksen soveltamisessa on mielestimme
suurena vaarana, etteivit ongelmat liity toisiinsa eiké
néin siis rakenneta matematiikan struktuuria. Vaara-
na voi olla, ettd hypitddn aiheesta toiseen — tosin
kyvykkaille oppilaille tdmé& voi olla harjoitusta ajat-
telun joustavuudessa. Yksittdinen ongelma voi olla
sinédnsd mielenkiintoinen ja sopia hyvin vaikka kilpailu-
tehtaviksi. Talloin oppilaalla on kylliksi aikaa miettia
ongelmaa.

Matematiikkakerhot tai oppilaiden eriyttdminen
yliméardisten kotitehtdvien avulla on toinen mahdolli-
suus kiyttad yksittdisid mielenkiintoisia ongelmia. Jos
ongelman edellyttdmé kokeilu, yleistdminen, raportin
kirjoittaminen vaatii paljon, vie se tavallisesta oppi-
tunnista liikaa aikaa, eivitkd monet oppilaat ennéta
saada tehtdvad loppuunsuoritetuksi. Jos oppilaiden
edistymisen erot kasvavat liikaa, menettié opettaja ti-
lanteen hallinnan. On siis parempi antaa useita pienié
tehtédvid tai ongelmia jotka ratkaistaan vuoron perdin
ja jotka johdattavat haluttuun pédaméadradn. Kuten
Freudenthal sanoi, matematiikan opetuksessa on suo-
siteltavaa kéyttdd opastettua (uudelleen) keksimisté.
(Néamé asiathan on joku keksinyt jo aikaisemmin). Jos
osatehtavit tehdadn yksitellen itsendisesti, niin sen
jilkeen kisitellddn asiaa yhdessd koko luokan voimin.
Niin saadaan vauhti pysymédn samana ja kaikkien
keskittymistaso siilyy. Virheet saadaan esille alkuvai-
heessa, eiviatki ne esté seuraaviin, hiukan vaativampiin
vaiheisiin etenemista.

Kaikenkaikkiaan ei mielestimme siis ole suositeltavaa
antaa esim. neljad yhtéloa ratkaistavaksi samalla ker-
taa. Asteittain vaikeutuvat, toisiinsa liittyvat kysy-
mykset ovat suositeltavia. Suosittelemme yhden op-
pitunnin aikana useiden toisiinsa liittyvien aiheiden
kédyttod oppilaiden mielenkiinnon ylldpitdmiseksi ja
jotta késitys matematiikan monipuolisuudesta vahvis-
tuisi. Kun esimerkiksi késitelldan luonnollisten lukujen
yvhteenlaskua, voidaan tarkastella, miten monilla tavoil-
la vaikkapa neljd lukua voidaan laskea yhteen (kombi-
natoriikka). Yhtéloiden, epdyhtéloiden, vertailujen ja
sanallisten tehtdvien késittely jokaisella oppitunnilla
seké padssilasku sopivat kaikille ikéryhmille. Jos puo-
let tai enemmisto oppilaista ei pystynyt ratkaisemaan
tehtdvad, huomaa opettaja sen kulkiessaan luokassa.
Hén voi lopettaa itsendisen tyoskentelyn ja siirtyad ko-
ko luokan keskusteluun.

Unkarilaisen Vargan idea oli integroida eri alueita (jou-
kot ja logiikka, luvut ja operaatiot, geometria ja mit-
taaminen, relaatiot ja funktiot sekd jonot, kombina-
toriikka, todennékoisyyslaskenta ja tilastotiede). 1970-
luvulla Unkarissa tulikin muodiksi, etté jokaisella oppi-
tunnilla tulisi esittdd jotain jokaisesta néisté ilman yh-
teytté toisiinsa. Tulokset eivét olleet hyvid. Myo6skidan
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vastakohta ei ole hyvé. Keskitie on paras, jos mahdol- | lenkiinnon yllapitdmiseksi.
lista, tulisi tunnin paidteema sitoa muihin aiheisiin mie-



