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Henkilo, jolla on aikaa selailla geometrian oppikirjoja,
saattaa kiinnittdd huomiota hieman erikoiseen ilmi6on:
nykyisin juuri misséén kirjassa ei sanota miké tai mil-
lainen olio suora tarkkaan ottaen on. Kyse ei ole tahat-
tomasta vahingosta eiké siitd, ettd jokainen kirjante-
kijé olettaisi kaikkien ilman muuta ymmaéartivin tdméan
késitteen, vaan pikemminkin nykyisten kirjantekijéiden
matemaattisesta valistuneisuudesta. Nimittéin, aihees-
ta enemmén kiinnostuva henkilé huomaa pian, ettei
suoran maéritteleminen ole lainkaan triviaali asia, jos
kéytettavissi ei ole analyyttisen geometrian késitteité.
Ennen pitkdd mieleen voi jopa tulla epéilys siitd, on-
kohan suoran matemaattinen mééritteleminen talla ta-
valla edes mahdollista — tai edes tarpeellista.

Varhaisempien oppikirjojen tekijat ovat olleet nykyi-
sid kollegoitaan rohkeampia ilmoittamaan miké suo-
ra on. Tarkastelemme seuraavaksi joitakin yrityksia
madritelld tai muuten kuvailla suoran kisite ja poh-
dimme niihin mahdollisesti liittyvid ongelmia.

Eukleideen mielestéd suora on olio, jota me kutsuisim-
me janaksi. Hanen klassikkokirjansa Alkeet alkusivuilla
ilmoitetaan (vapaasti suomennettuna) muun muassa:
”Piste on se, milld ei ole mitddn ulottuvuutta... Viiva
on pituus vailla leveytté... Suora on viiva, jonka pis-
teet ovat tasaisesti toisiinsa ndhden.” Té&lld ilmaisulla
tarkoitettaneen jotain samankaltaista, mita kirvesmies
sanoisi laudansidrméaé katsoessaan ja todetessaan, ettei
sdrmé ole kiemurteleva.

maaritelmia —

S€ Oll...

Eukleideen Alkeissa olevaa ilmaisua ei epdmadraisyytensi
takia voida kiyttdd matemaattisena suoran (eiki ja-
nan) mééritelméni, mutta kirjan kirjoittajan kunniaksi
onkin sanottava, ettei kyseisté ilmaisua kenties ole edes
tarkoitettu varsinaiseksi ma#ritelméksi. Alkeiden geo-
metriaa koskevassa osuudessa nojaudutaan kylld mo-
nessa kohdin havaintoon, mutta itse asiassa paéttely
el perustu sithen, mité suorasta ylld sanotaan. Tésté
voidaan péatelld, etté kirjantekijé lienee vain halunnut
kuvailla minkélaiseksi kirjassa tarkasteltavan geomet-
rian erds perusolio voidaan sen konkreettisessa mallissa
kuvitella.

Aikoinaan keskikoulussa eniten kéytetyssd geomet-
rian oppikirjassa suoraa kuvaillaan seuraavalla taval-
la. ” Tarkastellessamme erilaisia kappaleita, havaitsem-
me, ettd kaikkia niitd rajoittaa joka puolelta pinta...
Kahden pinnan rajakohtaa sanomme viivaksi... Vii-
voista térkein on suora viiva eli suora. Siitd saam-
me jonkinlaisen késityksen, jos veddmme langan ki-
redksi. On kuitenkin muistettava, ettd matemaattinen
suora jatkuu rajattomasti kumpaankin suuntaan, eika
silld ole paksuutta.” (Kallio-Malmio-Apajalahti: Geo-
metria, 12. painos, 1957)

Tatdakasn ilmaisua ei liene tarkoitettu varsinaiseksi
médritelméksi, silld siind nojaudutaan havainnollisuu-
teen jopa enemmén kuin Alkeissa. Jos pinnan ja vii-
van kasitteet viela armollisesti hyvéiksytdankin, ja vaik-



Solmu

2/2002

ka kired lanka toisaalta antaakin hyvén mielikuvan ja-
nasta, niin voidaan silti kysyd milla tavalla suora jat-
kuu rajatta molempiin suuntiin. Ja ennen kaikkea: mi-
hin suuntiin? Ilmeisesti juuri méériteltdvan suoran mo-
lempiin suuntiin, joten kyse on keh#ajattelusta. Sitd
paitsi pelkédstadn havainnollisuuteen vetoamisella on
omat huonot puolensa. Kéaytannossa kiredksi vedetty
pitkéhko lanka usein taipuu hieman kaarevaksi paino-
voiman vaikutuksesta ja téllaista janaa ”rajattomas-
ti jatkamalla” saadaan sulkeutuva suora, mikéi ei liene

Suora

Toisin sanoen yhtenéinen pistejoukko on suora, jos sen
pyoOriessé avaruudessa siten, ettéd kaksi sen pistetti py-
syy paikallaan, ovat sen kaikki pisteet kiintopisteité.
Tédmén havainnollisen méaritelmén etuna on selkeys
ainakin siind mielessé, ettd mikadn ”ei-suora” viiva ei
kéy suorasta. Esimerkiksi ympyrén kaaren pyoriessa si-
ten, ettd sen péadtepisteet pysyvét paikallaan, muut-
taa muu osa kaarta asemaansa. Silti myds Neovius-
Nevanlinnan méaritelmé sisédltdd ongelmia. Mitd vii-
van pyoriminen tarkkaan ottaen tarkoittaa, on hanka-
lasti madriteltdvissd alkeismatematiikan avulla. Onko
suora #drellinen vai d#retdn viiva, se ei ole ilmeistd
maéadritelmén nojalla. Liséksi ongelmana voidaan pitéda
sitd, ettd pyoriminen edellyttdd kolmiulotteisen pe-
rusavaruuden olemassaoloa, muutenhan viiva ei mah-
du pyoriméén kahden kiintopisteensd ympari. Liséksi
ainakin uudemmalle kielelle kddnnettynd maéritelma
kuulostaa hieman keh#ajattelulta: viiva on suora, jos
se pyorii niin kuin suora.

On mielenkiintoista ndhdi, mitd ensimméisesséd suo-
malaisessa  tietosanakirjassa Tietosanakirja 1910-
luvulla suoran médritelméistd sanotaan. Aluksi suoran
maéadritteleminen todetaan hankalaksi asiaksi, mink&
jalkeen maéadritelmd kuitenkin annetaan melkein sa-
moilla sanoilla kuin Neovius-Nevanlinnan teoksessa:
”Kappaleen kidntyessé kahden kiintedksi ajatellun pis-
teen ympéri pysyy joukko muitakin kappaleen pisteité
paikoillansa. Kaikki nédmé& pisteet yhdessd muodos-
tavat suoran.” Téamén jéalkeen kirjoittaja ilmoittaa,
ettéd suorasta on tehty aikoinaan (!) paljon epépétevid
méidritelmid. ”Epéatyydytyttavd on esim. méadritelmé:
"Suora (siis nykykielelld jana) on kahden pisteen lyhin
vili’, koska suoran mittaaminen edellyttid, ettd késite

kirjantekijoiden ilmaisun tarkoitus.

Neovius-Nevanlinnan Alkeisgeometrian oppikirjassa
toimitaan hieman ovelammin kuin #skeisessé esimer-
kissé: ” Pisteelld tarkoitetaan paikkaa eli kohtaa, jolla
ei ole mitdan ulottuvuutta. Liikkeessd olevan pisteen
muodostamaa uraa sanotaan viivaksi... Suoraksi vii-
vaksi eli suoraksi sanotaan semmoista viivaa, joka ei
muuta asemaansa pyoriessdén siten, etté kaksi sen pis-
tettd pysyy paikoillansa.” (8. painos, 1926)

suora on edeltéipéin selvitetty. Ei suora myoskéin ole
maéadriteltavissa viivana, jonka kaiken aikaa samaa pis-
tettd kohti suuntaansa muuttamatta kulkeva piste
muodostaa, silld suuntaa ilmaistaan juuri suoralla.”

Noin 50 vuotta my6hemmin Lauri Myrberg kirjoit-
taa Encyclopaedia Fennicassa: ”suora viiva, geometrian
peruskésite, joka ei ole méériltetédvissd... Suora voi-
daan erottaa muista geometrian késitteisté siihen liitet-
tyjen perusominaisuuksien nojalla. Sellainen on esim.
euklidisessa geometriassa kéytetty lause, ettd suoran
madrad kaksi sen pistetta.”

Myrbergin kisitys asiasta edustaa nykyisten matemaa-
tikkojen varsin yksimielistd mielipidettd, ettei suoraa
voida madaritella tyydyttavalla tavalla. Taméa ei kui-
tenkaan ole geometrian kannalta mik&éan ongelma, silla
geometrian tutkimuksen kohteena eivit ole suorat ja
pisteet sinénsd, vaan niiden véliset suhteet erilaisis-
sa malleissa. Erilaisia malleja geometriaan syntyy esi-
merkiksi sen mukaan oletetaanko ns. paralleeliaksioo-
ma vai ei. Edes kaikissa tasogeometrian malleissa suo-
rien ei tarvitse olla samann&kéisid viivoja. Esimerkik-
si erddissé hyperbolisessa geometriassa suoria vastaavat
yvksikkGympyréin sisdén piirretyt ja sen reunaa vasten
kohtisuorassa olevat ympyrikaaret.

Peruskoulusta ja lukion geometrian kurssista tu-
tun tasogeometrian taydellisimpénd matemaattise-
na esityksend pidetdin David Hilbertin noin sata
vuotta sitten konstruoimaa aksiomaattista systeemid.
Téssd systeemissé késite suora jatetddn kokonaan
médrittelemétté, silld koko konstruktion ldhtokohtana
on se, ettd on olemassa kolmenlaisia, mitenkdén tar-
kemmin méaritteleméattomia olioita, joita sanotaan pis-
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teiksi, suoriksi ja tasoiksi, ja néiden wvililla vallitsee
tiettyjé suhteita, joita kuvaamaan asetetaan noin 20
aksioomaa. Aksioomasysteemi vastaa loogisesti téysin
moitteetta sitd geometrian mallia, jota jo Euklei-
des aikoinaan tarkasteli. Hilbertin systeemin etuna
on se, ettei kasitteisiin suora ja piste tarvitse liittda
minké#énlaista havainnollista mielikuvaa. N&in ollen
geometristen teoreemojen todistuksiin ei jad sellai-
sia epamédriisia kohtia, joita havaintoihin nojautu-
vaan paittelyyn tahtoo vaistamatta jaada. Toinen mer-
kittava etu selkeyden lisdksi on teorian yleistyminen.
Aksiomaattinen ldhestymistapa sallii nimittéin senkin,
ettd voimme hyvin erilaisten objektien avulla rakentaa
malleja, jotka vastaavat loogisesti tuttua koulugeomet-
rian maailmaa. On esimerkiksi mahdollista laatia mal-
leja, joissa suoria vastaavat poydét ja pisteitd tuolit —
tai péainvastoin! Néenniisesti erilaisuudesta huolimat-
ta kaikki loogisesti ekvivalentit geometrian mallit hal-
litaan kuitenkin samoilla aksioomilla.

d(P,Q) + d(Q,R) # d(P,R)

Tason kolme pistettd on samalla suoralla, jos ne voi-
daan nimeté kirjaimilla P, Q) ja R siten, ettd

d(P,Q) +d(Q, R) = d(P, R),

missé d(X,Y') on pisteiden X ja Y vélinen etéisyys mi-
tattuna euklidisen periaatteen mukaisesti eli ikdankuin
venymétontd mutta taipuisaa mittanarua kéyttéden.
Talloin suora pisteiden A ja B kautta on niiden pis-
teiden X joukko, jotka ovat samalla suoralla pisteiden
A ja B kanssa.

Puhtaasti  aksiomaattista  ldhestymistapaa  on
kéaytdnnossd mahdotonta toteuttaa geometrian kou-
luopetuksessa, silla Hilbertin aksioomajérjestelméan
ymmértdminen edellyttaéd pitkélle menevid tieteellisia
opintoja. Niinpid nykyisissd koulukirjoissa jatketaan-
kin perinnettd, jossa geometristen peruskasitteiden
vilisid suhteita tarkastellaan sek& havaintoihin ettéd
tdsmailliseen pédttelyyn perustuen. Hilbertin tyosta
tietoiset kirjantekijat kuitenkin ndkevit nykyisin par-
haaksi jattdd suoran kokonaan méarittelemétts, silla
nykyvaatimusten mukaan tdmé ei ole ehké edes mah-
dollista eikd ainakaan valttAméatonta.

Jos euklidisen tasogeometrian deduktiivisessa ope-
tuksessa halutaan esittdd jonkinlainen suoran
madritelméd, voidaan hyvin kayttdd esimerkiksi
Neovius-Nevanlinnan mééritelmiéd. Toinen vaihtoeh-
to voisi olla suoran méiérittely etdisyyden kisitteen
avulla.

d(P.Q) + d(Q.,R) = d(P,R)

Kuvassa piste X kuuluu pisteiden A ja B m#irdamille
suoralle, silld nimedmélla pisteet uudelleen esimerkik-
si A - P, B — @ ja X — R nihdéin, ettd ehto
d(P,Q) + d(Q, R) = d(P, R) toteutuu. Sen sijaan pis-
teitd A, B ja Y ei voida nimetéd uudelleen siten, etté
samalla suoralla olemisen ehto tayttyisi. Néin ollen Y
ei kuulu pisteiden A ja B m#irdamaille suoralle.

Y14 olevan médritelmén etuna on ainakin se, ettei tar-
vitse olettaa tasoa laajempaa perusavaruutta. Toisaalta
etdisyyden mittaaminen euklidisen periaatteen nojal-
la lienee ainakin jossain mé&arin luonnollista ihmismie-
lelle, joten havainnollinen ilmaisu tuskin johtaa kovin
vadrddn mielikuvaan suorasta. Lisdksi mééritelmésti
selvisti seuraa, ettd kaksi pistettd méa#draéd suoran yk-
sikésitteiselld tavalla. Lukijan tehtéviksi jaakoon etsia
madritelmédn liittyvat ongelmat.



