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Solmun tehtivien ratkaisuja

Matti Lehtinen

Esitetdéin Solmun 1/2002 tehtdvien 1-15 ratkaisut.
Niitd on toimittajan lisdksi rustaillut Janne Mansik-
kaméki Vammalasta ja Pekka Aarnio Harjavallasta.
Loput ratkaisut julkaistaan seuraavassa Solmussa.

1. Luku (v/50 + 7)%%° kehitetddn desimaaliluvuksi.
Maéarita luvun 1. ja 2001. desimaali.

Ratkaisu. (Pekka Aarnio) Tunnetusti

1

n 2n+1 Q212 4y 2n 4 1Y onta
2 2n+1

2 1
(a+b)*"+ =a®" 4 < n >a2”b

ja

(a — )2+l = g2n+1 _ (2nl+ 1) 27

i 2n+1 Q22 2n+1 p2nt1
2 2n+1

Siten lausekkeissa (v/50 + 7)2"*1! ja (v/50 — 7)2"*+! on
samat desimaaliosat, koska desimaaliosaa kertyy vain
luvun a = /50 parittomista potensseista ja niilld on
samat kertoimet ja etumerkit molemmissa lausekkeis-
sa. Koska v/50 — 7= 0,071... < 107!, niin lausekkees-
sa (v/50 — 7)2°°1 on ainakin 2001 nollaa desimaaliosan
alussa. Siten my6s luvun (/50 4 7)2°°! desimaaliosas-
sa on ainakin 2001 nollaa desimaalipilkun jélkeen. Ky-
sytyt ensimmé&inen ja 2001. desimaali ovat siis nollia
kumpikin.

2. Kolmion sivujen pituudet ovat perédkkiisid koko-
naislukuja. Yksi kolmion keskijanoista on kohtisuoras-
sa eréstd kolmion kulmanpuolittajaa vastaan. Maérita
kolmion sivujen pituudet.

Ratkaisu. Olkoot kolmion ABC sivujen pituudet a, b ja
c. Voimme olettaa, ettd mediaani AD ja kulman puolit-
taja BE leikkaavat toisensa kohtisuorasti pisteessd P.
Kolmiossa BDA on silloin BP sek# kulman puolittaja
ettd korkeusjana. Kolmio B D P on tasakylkinen. Mutta
silloin a = 2¢. Koska {a, b, ¢} on kolmen perikkiisen
kokonaisluvun joukko, a —c on 1 tai 2. Josa —c =1,
c=1, a =2, jolloin b = 3. Télloin ABC' ei ole kolmio.
On siis oltavaa —c=2c—c=2,c=2,a=4,b=3.

3. Kuutio K on leikattu 99:ksi pienemméksi kuutiok-
si. Naistéd vain yhdelld sdrmén pituus ei ole 1. Maéarita
kuution K tilavuus.

Ratkaisu. Jos alkuperéisen kuution sérmé on x ja y # 1
on osakuution sdrmé, niin z:n ja y:n on oltava mui-
den keskend#in samankokoisten osakuutioiden sérmén
monikertoja eli x ja y ovat positiivisia kokonaislukuja.
Lisiiksi on oltava 23 —y3 = 98 eli (x —y) (2% +2y+y?) =
98 = 2-72. Koska # — y < 2% + 2y + y2, on oltava joko
r—y=1ljaz?+ay+y? =98, 2—y =2jax’+ay+y? =
49 tai x —y = 7, 22 + xy +y? = 14. Ensimmiinen vaih-
toehto johtaa yhtéloon (y + 1)% +y(y + 1) +y> = 98
eli 3(y% +y) = 97. Koska 97 ei ole jaollinen 3:lla, tima
ei kiy. Kolmas vaihtoehto puolestaan johtaa yht&loon
(y+7)%>+y(y+7)+y* = 14, miki selvistikin on mahdo-
tonta (14 < 7?). Keskimmiiinen vaihtoehto vuorostaan
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johtaa yhtilson y? +4y+4+y2+2y+y? = 3y?+6y+4 =
49 eli y? + 2y — 15 = 0. Tamin yht#lon ainoa positii-
vinen ratkaisu on y = 3. x = 5 ja y = 3 toteuttavat
alkuperdisen yhtalon. Siis z = 5, ja K:n tilavuus on
125 yksikkoa.

4. Méaritd suurin kokonaisluku d, joka on kaikkien lu-
kujen n(n + 1)(2n + 2002), missd n on positiivinen ko-
konaisluku, tekijé.

Ratkaisu. Luvuista n ja n 4+ 1 toinen on parillinen.
Jos n 2 mod 3, niin n + 1 on jaollinen 3:lla ja
jos n 1 mod 3, niin 2n + 2002 = 2004 = 0
mod 3. n(n+1)(2n+2002) on siis aina jaollinen 12:1la.
Téstd seuraa, ettd d = 12k, missd k& on kokonaislu-
ku. Jos 12k on tekijané luvuissa n(n + 1)(2n +2002) ja
(n+1)(n+2)(2n+2004), se on tekijind ndiden lukujen
erotuksessa, joka on 6(n+1)(n+668). 2k on siis tekijani
luvussa (n + 1)(n + 668) kaikilla n erityisesti 2k on te-
kijand luvuissa (2k+1)(2k +668) ja (2k +2)(2k +669).
Koska 2k:1la ja 2k + 1:114 ei ole yhteisid tekijé, se on
2k + 668:n tekija. Mutta 2k + 668:1la ja 2k 4 669:114 ei
ole yhteisid tekijoité, joten 2k on 2k + 2:n tekija. Silloin
2k on luvun 2 tekijé, joten k = 1. Siis d = 12.

5. Montako alkiota on suurimmassa joukon A =
{1, 2, ..., 547} sellaisessa osajoukossa, jossa minkdin
kahden luvun summa ei ole jaollinen 42:11a?

Ratkaisu. Olkoon A; niiden A:n lukujen joukko, jot-
ka ovat kongruentteja i:n kanssa modulo 42. Koska
547 = 13-42+1, niin A;:ssé on 14 alkiota ja muissa jou-
koissa A; on 13 alkiota. Jos A:n osajoukossa minkdin
kahden luvun summa ei ole jaollinen 42:lla, joukossa
ei ole kahta lukua, joista toinen kuuluisi joukkoon A;
ja toinen joukkoon Aso_;. Joukossa ei myoskadn ole
kahta lukua, jotka molemmat kuuluisivat joukkoon A
tai Agy. Maksimaalisessa ehdot tayttdvissi osajoukos-
sa voi siis olla joukot Ay, Ao, ..., Aoy ja yksi luku
joukosta Ay ja yksi luku joukosta As;. Maksimaalinen
alkioma#ra on 14 4+ 19 - 13 + 2 = 263.

6. Ympyrit, joiden séteet ovat h ja k, sivuavat suo-
raa ¢ pisteissd A ja B. Ympyrat leikkaavat toisensa
pisteissd C' ja D. Todista, ettd kolmioiden ABC ja
ABD ympiri piirrettyjen ympyroiden séteet ovat sa-
mat. M&aritd tamé side.

Ratkaisu. Ratkaisu perustuu sinilauseen toistuvaan
kayttoon. Voimme olettaa, ettd D on kolmion ABC
sisidpiste. Kehdkulmalauseen perusteella Z/CAB =
180° — LADC ja LABC = 180° — ZCDB. Olkoon
R¢ kolmion ABC ympéri piirretyn ympyran siade. Si-
nilauseen nojalla kolmioista ADC ja ABC saadaan
AC = 2hsin(LADC) = 2hsin(LCAB) ja AC =
2R ¢ sin(£LABC). Vastaavasti kolmioista CDB ja ABC
saadaan BC = 2ksin(£ZCDB) = 2ksin(ZABC) ja
BC = 2R¢ sin(£ZCAB). Kun yhtélot 2hsin(ZCAB) =
2R¢ sin(LABC) ja 2ksin(£LABC) = 2R¢ sin(£LCAB)
kerrotaan kesken&én, saadaan R% = hk. Olkoon Rp

kolmion ABD ympéri piirretyn ympyrdn sidde. Nyt
/DAB = /DCA ja LZABD = /BCD. Kolmiois-
ta ADC ja ABD saadaan AD = 2hsin(£ZDCA =
2hsin(£DAC) = 2Rpsin(£LABD), kolmioista DBC
ja ABD puolestaan DB = 2ksin(4BCD) =
2ksin(ZABD) = 2Rpsin(£DAB). Kun yhtilot ker-
rotaan keskenéén, saadaan R% = hk. Sateet R¢ ja Rp
ovat samat ja = Vhk.

7. Olkoon positiivisten lukujen aq, ag, ...
Osoita, etté

, an tulo 1.

Var+az + -+ Van <artaz+ o+ an

Ratkaisu. Aritmeettis-geometrisen epayhtilon nojalla

L= (Varv/az: /)"
AL i

Cauchy—Schwarzin epédyhtilon nojalla

(Var +azg + -+ /a,)? <nlay +az + - +ay,)
< (Va1 ++az + -+ Van) (a1 +az + - ap).

Viite saadaan tésté jakolaskulla.

8. Seurueen jokaisen neljdn jidsenen joukossa on yksi,
joka on tuttu kyseisten kolmen muun jésenen kanssa.
Todista, ettd seurueessa on ainakin yksi jédsen, joka on
tuttu seurueen kaikkien muiden jédsenten kanssa.

Ratkaisu. Oletetaan, ettd seurueessa kukaan ei tunne
kaikkia muita. Olkoon A erdis seurueen jisen. Seuru-
eessa on silloin ainakin yksi jédsen B, joka ei ole tuttu
A:lle. Olkoot C ja D kaksi muuta seurueen jésenté. Jou-
kossa {A, B, C, D} on ainakin yksi, joka tuntee muut
kolme. Tadmé& yksi ei ole A eikd B, joten se on C tai
D. Joka tapauksessa C ja D tuntevat toisensa. Kos-
ka C' ja D ovat mielivaltaisia, tiedetdéin, etti jos A ja
B poistetaan seurueesta, kaikki muuta jédsenet tunte-
vat toisensa. Mutta joko C tai D tunsi sekd A:n ettd
B:n ja niin muodoin kaikki seurueen jisenet. Ristiriita,
joka osoittaa alkuperiisen oletuksen virheelliseksi.

9. Varastossa on 2001 juustonpalaa. Todista, ettd on
mahdollista leikata yksi paloista kahteen osaan niin,
ettd palat voidaan kerété kahteen sékkiin, joiden sisélto
painaa yhté paljon ja joissa on kummassakin yhtd mon-
ta palaa.

Ratkaisu 1. Olkoot juustonpalojen painot a; < as <

- < agpo1- Valitaan palat aq, as, ..., aj999 toiseen
sikkiin ja palat as, aq4, ..., asggo toiseen. Sikkien pai-
non erotus on

1000 999

Z(azk — Ggk—1) = a2000 — Z(a2k+l — agy) — a1

k=1 k=1

< ag000 — a1 < G2000 < G2001-
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Mutta néin ollen pala asgor voidaan leikata kahdeksi
palaksi, joiden painojen erotus on sama kuin sédkkien
painojen erotus. Kun raskaampi pala pannaan ke-
vyempadn sikkiin ja kevyempi raskaaseen, molemmat
sdkit tulevat yhtéd painaviksi.

Ratkaisu 2. (Janne Mansikkaméki) Todistetaan
induktiolla, ettd 2n — 1 juustonpalaa voidaan aina
sdkittdd vaaditulla tavalla.

1°. Kun n = 1, paloja on yksi, ja se voidaan jakaa kah-
deksi yhté suureksi palaksi.

2°. Oletetaan, ettd kun n = k, jako voidaan tehdi.
Olkoon sitten n = k + 1. Jaetaan ensin 2k — 1 palaa
tehtdvin mukaisesti kahteen sékkiin. Talloin on yksi
paloista jaettu kahdeksi osaksi. Olkoon sen paino xj.
Kun tdmén palan osat poistetaan sédkeistéd, niissd on
yvha yhtd monta palaa. Sékit painavat s ja so. Olete-
taan, ettd s; < so. Huomataan, ettd s — s1 < 1. Nyt
sidkkeihin on laittamatta kolme palaa. Niiden painot
ovat x1, £ ja x3. Voidaan olettaa, ettd x1 < xo < x3.
Jaetaan nyt suurin pala osiksi, joiden painot ovat d ja
x3 — d. Osoitetaan, ettd d voidaan valita niin, etté

81+$2+d282+$1+($3—d)

eli
Sg — 51) — (I’Q — 1’1) +SC3

2
Koska sg—s1 < 1 jaxe—x1 < xo, niin |(so—s1)— (22—
x1)| < w9 < w3, joten todellakin d < x3. Induktioaskel
voidaan siis ottaa.

L

10. Kokonaislukukertoimisella n:nnen asteen (n > 5)
polynomilla P(z) on n eri kokonaislukunollakohtaa 0,
T2, X3, ..., Tn. Madritd polynomin P(P(x)) kokonais-
lukunollakohdat.

Ratkaisu. Tehtdvin mukaan P(z) = a,z(x — z9)(z —
x3) -+ (x — ), missd a, on kokonaisluku. Osoitetaan,
ettd P(k) # x; kaikilla ¢ > 2 ja kaikilla kokonais-
luvuilla k. Vastaoletukseksi voidaan asettaa P(k) =
2o jollain kokonaisluvulla k. Silloin k& on zo:n tekiji,
eli zo = kt jollain kokonaisluvulla t. Edelleen silloin
ank(l —t)(k — x3)---(k —x,) = t, joten 1 — ¢ on t:n
tekija. Silloin joko ¢t = 0 tai t = 2. Jos t = 0, 2o = 0,
miké ei ole tehtédvan ehtojen mukaan mahdollista. Siis
t=2jaank(k—x3)(k—x4) - (k—x,) = —2. Luvut k,
k—x3, k—xy4, ..., k—x, ovat kaikki eri lukuja ja lu-
vun —2 tekijoitd. Koska viimeinen ehto toteutuu vain,
kun luvut kuuluvat joukkoon {—2, —1, 1, 2}, on oltava
n =75 ja |apk(k — x3)(k — x4)(k — x5)| > 4. Ristiriita.
Siis P(z) # x;, joten P(P(x)) = 0 vain, kun P(z) =0
eli x on jokin P:n nollakohdista 0, x;.

11. Veljekset moivdt n lammasta hintaan n eu-
roa/lammas. Rahat jaettiin niin, ettd vanhempi veli
otti ensin 10 euroa, sitten nuorempi otti 10 euroa jne.,
kunnes oli nuoremman veljen vuoro ottaa rahaa, jota ei

kuitenkaan enédd ollut kymmenté euroa. T&ll6in sovit-
tiin, ettd nuorempi veli saa loput rahat sekd vanhem-
man linkkuveitsen, ja jako menee tasan. Mink& arvoi-
nen oli linkkuveitsi?

Ratkaisu. Veljekset saivat n? dollaria. Olkoon n =
10a + b. Silloin n? = 100a? + 20ab + b%. Kertomuk-
sen mukaan n? = (2k + 1) - 10 + y. Luvun b? on oltava
muotoa (2m+1)-10+y. Mutta kymmenté pienempien
lukujen neliistd tatd muotoa ovat vain 16 ja 36. Koska
viimeisessé jakovaiheessa vanhempi veli sai 10 dollaria
ja nuorempi siis 6, taytyy linkkuveitsen arvon olla 2
dollaria.

12. Reaaliluvut a ja b toteuttavat yhtalot
a® —3ab® =20, b3 — 3a®b = 40.

Miéritd a® + b2.

Ratkaisu.

2000 = 400 + 1600 = 20> + 402
(a® — 3ab*)* + (b® — 3a?b)?
= a5 — 6a*b? + 9a%b* + b° — 6a2b* + 9atV?
= a® + 3a*b? + 3a%b* + b° = (a® + ).
Siis a? + b% = /2000.
13. Olkoon

on 5] lg) oo 2]

Osoita, ettd a, = 2+ a,—1 silloin ja vain silloin, kun n
on alkuluku.

Ratkaisu. Kirjoitetaan yhtélo a,, = 2 + a,,—1 muotoon
21+ 3]+ 12
1 2 n
_o n—1 n—1 n n n—1
B 1 2 n—1

315+ 225
I e e N 1}

Selvisti kaikilla k, 2 < k <n —1 on L%J > Ln — IJ7

2 2o |22
2 > V;lJ + VglJ T E:”

-1
Josn:ab,2§a<n,niin{EJ:b>{n J
a a

+

eli

joten

Té&llsin (2):ssa on aito erisuuruus, joten (1) ei toteudu.
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Mutta jos n on alkuluku, on kaikilla & n = gk 47, missa

1
1 < r < k. Silloin kaikilla k on FJ —q= V > J ja

k
14. Todista, etté kaikilla luonnollisilla luvuilla n luku
2" +n? on jaollinen 5:114 silloin ja vain silloin, kuin luku
n?-2" + 1 on jaollinen 5:114.

(1) toteutuu.

Ratkaisu. Jos n = 5k, niin kumpikaan luvuista 2" 4 n?
ja n? - 2" + 1 ei ole jaollinen 5:114. Jos n = 5k + 1,
niin (n — 1)(n 4+ 1) = n? — 1 on jaollinen 5:114. Koska
n22"+1 = (2"—1)(n?2—1)+2"+n?, jan?2"+1 ja 2" +n?
ovat samanaikaisesti 5:114 jaollisia. Jos n = 5k £ 2,
n? + 1 = 25k? 4+ 20k + 4 + 1, joten n? + 1 on jaolli-
nen 5:114. Mutta n?2" +1 = (2" +1)(n? +1) — 2" —n?,
ja n?2" 41 ja 2" +n? ovat jilleen samanaikaisesti 5:114
jaollisia.

15. Madritd kaikki alkuluvut n, joiden kym-
menjérjestelméesitys on n = 10101...01.

Ratkaisu. Tehtavan luvut ovat muotoa
n—1
a, =Y 107,
k=0

missd n > 2 on luvussa olevien ykkosten méagra. Jos n
on parillinen, a, on jaollinen 101:114. 101 on itsessdén
alkuluku. Jos n = 2p + 1, niin

2p 2p
a, = » 10143 107
k=0 k=0

4p+1 2p
=) 108 = (10 4 1)) 10%,
k=0 k=0

Jos p > 1, niin oikean puolen molemmat tekijat ovat
> 11, joten a, ei voi olla alkuluku. Siis 101 on ainoa
vaadittua muotoa oleva alkuluku.



