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Matematiikasta ja sen menetelmisti

Euroopan matemaattisen seuran lehden kirjoituksesta The Methodology of Mathematics, Ronald Brown ja Ti-
mothy Porter (kesidkuu 2001 ja syyskuu 2001) lyhenténeet ja vapaasti kiidnténeet

Marjatta Néidtidnen ja Matti Lehtinen
Matematiikan laitos, Helsingin yliopisto

Kirjoitus perustuu esitelméén, jonka tarkoituksena on
antaa opiskelijoille késitys matematiikan pyrkimyksistéa
ja saavutuksista sekd nédiden pohjalta herdttdd myos
alan ansaitsemaa arvostusta ja ylpeyttéikin. Tarkoituk-
sena on myoOs auttaa opiskelijoita selittdm&édn néita
padmadria ja saavutuksia ystévilleen ja sukulaisilleen.

Muutama peruskysymys mate-

maatikoille

Toivomme matematiikkaa milld tahansa tasolla opet-
tavia miettimédn, missd médrin matemaatikon koulu-
tukseen tulisi liitty4d seuraavien kysymysten késittelya
ja arviointia.

1. Onko matematiikka téirke#d? Jos se on, niin mille,
missé yhteyksissa ja miksi.

2. Mikd on matematiikan luonne muihin oppialoihin
verrattuna?

3. Mitka ovat matematiikan tutkimuskohteet?

4. Mitka ovat matematiikan menetelmét, miten se saa
aikaan tuloksensa?

5. Tutkitaanko matematiikkaa? Jos, niin kuinka pal-
jon? Mitkd ovat tutkimuksen yleiset tavoitteet?
Mitkd ovat merkittdvimmét saavutukset? Miten
matematiikkaa tutkitaan?

6. Millaista on hyvd matematiikka?

Voidaan viittéds, ettd jotkin néistd kysymyksisté eivit
osu kohdalleen ja ettd matemaatikon ei ole tarpeen
tallaisia pohtia. Naita viitteitd vastaan puolustaudum-
me Albert Einsteinin sanoilla vuodelta 1916:

"Kun kddnnyn tieteen puoleen ilman jotain pinnallis-
ta syytd kuten rahan ansaitseminen tai kunnianhimo,
ja myoskin ilman (tai ei ainakaan yksinomaan) pelin
antaman mielihyvén, aivourheilun ilojen takia, silloin
seuraavien kysymysten téaytyy kiinnostaa minua tutki-
jana palavasti: Mihin padmadraén pyrkii tiede, jonka
harjoittamiselle omistaudun? Kuinka ’oikeita’ ovat sen
tulokset? Mik# on olennaista ja miké vain satunnaisen
kehityksen tulosta?

. Késitteet, jotka ovat osoittautuneet hyodyllisiksi
asioiden jérjestdmisessd saavat helposti niin suuren
auktoriteetin, ettd unohdamme niiden maallisen alku-
perdn ja hyvidksymme ne annettuina tosiasioina, ’a

priori tilanteina’ jne. Tieteen edistyksen tie tulee usein



Solmu

1/2002

pitkiksi ajanjaksoiksi tukittua sellaisten virheiden ta-
kia. Siksi ei ole turhaa touhua kéyttda kykydmme tut-
tujen késitteiden analysointiin ja tuoda esiin ehdot,
joista néiden késitteiden oikeutus ja hyodyllisyys riip-
puu, ja miten namé vahé vahaltda kehittyivit...”

Thmisen erottaa eldimestd kyky miettid omaa toimin-
taansa ja tdma kyky vaikuttaa positiivisesti suureen
osaan ihmisen toimintaa. Téhdn mietiskelyyn kuuluu
arvojen arviointi, jélleen — tietdmdmme mukaan — vain
ihmiselle ominainen kyky. Miettiminen lisdd yleensé
toiminnan tehokkuutta, voimme analysoida, mikd on
oleellista, miké térkedd, ja miten toiminta voidaan suo-
rittaa ilman tavallisimpia virheitd. Siispid meidén tu-
lisi miettid my0s matemaattista toimintaa. Voimme
my0Os pohtia néitd kysymyksid ja kiyttda vertilukoh-
tana taidekasvatuksen n#kokohtia. Olemme kuulleet
viitettavin, ettd taidekasvatus on huomattavasti edells
tiedekasvatuksesta, koska se heréttdd oppilaiden kiin-
nostusta ja itsendisyyttd. Vertaillaanpa siis taide- ja
tiedekasvatusta.

Pasdmaéariksi voidaan taiteen ja muotoilun kurssilla
asettaa:

1. Opettaa hyvén suunnittelun periaatteet.
2. Rohkaista itsendisyyttéd ja luovuutta.

3. Antaa oppilaille valikoima kiytinnon taitoja, jotta
he voivat kdyttdd hyvén suunnittelun periaatteita
tyOssaan.

Eik6 matematiikan kurssin pddméadriksi voisi ottaa
néitéd, vaihtamalla suunnittelu matematiikaksi?

Seuraava lainaus on T. Dantzigin kirjasta:

"Tamé on kirja matematiikasta: se késittelee symbo-
leja ja muotoja sekéd ideoita, jotka ovat symbolien ja
muotojen takana. Kirjoittajan mielestd nykyinen kou-
lukurssi riisuu matematiikan sen kulttuuriyhteydesta ja
jattéad vain teknisten yksityiskohtien luurangon. Taéma
on monille lahjakkaille mielille vastenmielistd. Kirjan
tarkoitus on tuoda takaisin kulttuuriyhteys ja esittéa
matematiikan kehitys sind perin inhimillisené tarinana,
miké se on.”

Mika on matematiikan merkitys?

Yleensé ei huomata, miten suurta osaa matematiikka
néyttelee jokapdiviisessd eliméssdmme. Osa tétd ma-
tematiikkaa on tietenkin varsin vanhaa: ndemme joka
péivd numeroita, graafeja, yhteen- ja kertolaskua. On
helppoa unohtaa, ettd ndiden keksiminen oli aikanaan

suuri edistysaskel. Roomalaisten numeroiden korvaa-
minen arabialaisilla teki kunnon kirjanpidon mahdol-
liseksi ja tdmén viitetddn olleen syy Venetsian vaurau-
teen 14. vuosisadalla. On myos syytd huomata tarkkuu-
den merkitys matematiikassa. Ydinasia arabialaisessa
systeemissd on luvun nolla kidytté. Ensi silméyksella
tuntuu jarjettomalta laskea tyhjéssé laatikossa olevien
esineiden lukuma#rad. On yllattavad, kuinka tarkedd
tdm& on kunnolliselle laskusysteemille, jossa lukua 0
kédytetddn paikan merkkind. Nollan késitteen puuttu-
minen esti matematiikan edistyksen vuosisatojen ajan.

Korkeammalla tasolla taas emme olisi saaneet ndhda
Voyager II:n kauniita kuvia planeetta Jupiterista il-
man virheitd korjaavia koodeja. Tdmé matematiikka
on monin tavoin olennaista myos telekommunikaatiolle,
tietokoneille ja erityisesti CD-soittimille. Ilman kryp-
tografian matematiikkaa ei nykyinen miljardien dol-
lareiden elektroninen finanssiliikenne olisi mahdollista
kautta maapallon. Kategoriateoriaa, matemaattisten
struktuurien teoriaa, kidytetddn nyt antamaan uutta
niakemystd seuraavan sukupolven ohjelmistojen suun-
nitteluun kayttden tulevaisuuden logiikkaa ja algebroi-
ta.

Matematiikan valtavat sovellukset insindoritieteisiin,
tilastotieteeseen ja fysiikkaan tunnetaan yleisesti. Al-
kurajahdyksen ja peruspartikkelien teoriat eivét oli-
si mahdollisia ilman matematiikkaa. Kuvitellaan, etté
matematiikan roolin ottavat tulevaisuudessa supertie-
tokoneet. Tlloin ei useinkaan huomata, ettd nadmé su-
pertietokoneet ovat matemaattisen ja késitteellisen for-
muloinnin palvelijoita: elektroniikka tekee laskut ih-
meen nopeasti ja tarkasti. Esimerkiksi kehon skanne-
rit ovat sovellus ja realisointi 19. vuosisadan matema-
tiikasta. Tamé ilmaisee, kuinka rekonstruoida kiintei,
tiheydeltddn vaihteleva objekti, kun sitd voidaan kat-
sella rontgensiteilléd; kun ainoa mittaustulos on intensi-
teetin muutos séteiden kulkiessa kehon lédpi useista eri
suunnista.

Miki on matematiikan luonne?

T&amé& on mysteeri. Nobelinpalkinnon saanut E. Wigner
kirjoitti kuuluisan esseen Matematiikan késittdméton
tehokkuus luonnontieteissd. Meille avainsana on
Ykasittdamaton”. Han puhuu siitd yllatyksestd, minka
matematiikan kédytto aiheuttaa pystymaélld ennusta-
maan koetuloksiin sopien aina yhdeksén merkitsevian
numeron tarkkuudella. Miten téllainen &llistyttava
tarkkuuus on mahdollista? Té#ssd on joitain lainauksia
artikkelista:

”

. matematiikan #dreton hyodyllisyys fysikaalisissa
tieteissé on jotain melkein mystisté, eiké sille ole ratio-
naalista selitystd. Matematiikka on taidokkaiden ope-
raatioiden tiede, missé késitteet ja sdannot keksitddan
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vain tdtd tarkoitusta varten” (tarkoitus on taidok-
kuus...)

"Paatarkoitus on kisitteiden keksiminen. Ajatuksen
syvyys, jolla matematiikan késitteet muodostetaan, saa
myShemmin oikeutuksensa siitd taidosta, jolla niita
késitteitd kaytetdan. Viite, ettd luonnon lait on kir-
joitettu matematiikan kielelld esitettiin kunnolla kol-
mesataa vuotta sitten (se luetaan Galileon viitteeksi),
nyt se on todempi kuin koskaan ennen.

... Einstein sanoi, ettd olemme valmiita hyviaksymé&an
ainoastaan kauniit fysiikan teoriat. Voidaan viittéa,
ettd matematiikan késitteet, jotka perustuvat niin pal-
jolle alylle, ovat laadultaan kauniita.”

Jos matemaatikolta kysyy, miksi opiskella matematiik-
kaa, hén voisi vastata: Matematiikka on mallien ja ra-
kenteiden tutkimista seké niiden avulla loogista analy-
sointia ja laskemista. Yrityksessdmme ymmértad maa-
ilmaa ja siilydksemme elossa tarvitsemme abstraktin
rakenteiden tieteen, metodin tietdd, mikéd on totta ja
miké on mielenkiintoista néille rakenteille. Matematiik-
ka on siis loppujen lopuksi vélttamétontd ja perustaa
kaikille muille luonnontieteille ja tekniikalle.

Toinen syy on néiden uusien mallien ja rakenteiden
ihmettely ja mielenlumo, hdmméstyttavit yhteydet,
jotka tutkimuksemme on loytényt. Matematiikka tuo
my0s noyryytta, me tieddmme, miten vaikeaa on to-
distaa edes yhtd pientd ndennéiisen helppoa viitetta.
Tunnemme matemaattisen totuuden rajoitukset, ei voi-
da todistaa kaikkea, miké on totta, kuten Goédel osoit-
ti. Matemaatikko ei viita, ettéd lopullinen ratkaisu, kai-
ken selvittdva yhtenéisteoria on tulossa. Paremminkin
etsimme ylldtyksid, jotka esittdviat maailman uudes-
ta ndkokulmasta. Kokemus antaa aihetta uskoa, etté
néita tulee. Matemaatikolle maailma ei ole vain oudom-
pi kuin kuvittelemmekaan, vaan oudompi kuin edes
pystyt nyt kuvittelemaan. Tatd outoutta tutkimme.

Mitid matematiikka tutkii?

T&td on jo vidhdn kasitelty. Matematiikkka ei tutki
objekteja, vaan niiden vélisid suhteita. Matematiikal-
la on my6s kielen luonne. Matematiikan ja sen sovel-
lusten historia osoittaa, ettd juuri matematiikan kieli,
menetelmét ja kasitteet tuovat sille kestdvan arvon ja
jokapdivéisen kayton. Joitain térkeitd kasitteitd, joil-
le matematiikka on antanut tdsmaéllisyyden, ovat: lu-
ku, pituus, pinta-ala, tilavuus, muutosnopeus, satun-
naisuus, laskennallisuus, symmetria, liike, voima, ener-
gia, kaarevuus, avaruus, jatkuvuus, ddrettomyys, de-
duktiivinen pédttely. Alexander Grothendieckin sanoin
uuden matemaattisen teorian luomisessa on usein on-
gelmana ”tuoda uusia kisitteitd pimeydestd”’. Naméi
uudet késitteet, jotka tekevit vaikeasta helpomman,
osoittavat meille oikean tien edetd. Vield tarkedmpi on

matematiikan tapa késitelld ja méaritelld kasitteitéd yh-
distelemélld niitd matemaaattisiksi rakenteiksi. Nama
rakenteet, mallit, ndyttéavit kisitteiden valisid suhteita
ja niiden rakenteellista kédyttdytymistd. Kuten sanot-
tua, matematiikka tutkii abstrakteja malleja ja struk-
tuureita.

Mitkid ovat matematiikan mene-
telmit?

Kysymysté kisitellidn harvoin. Tunnetaan toki Paul
Erdosin kommentti, jonka mukaan matematiikka on
menetelmé, jolla kahvi muutetaan teoreemoiksi, mutta
tdmaé el varmaan juuri valaise asiaa ulkopuolisille. Kat-
sotaan siis, mitd P. David ja R. Hersh sanovat asiasta
kirjoissaan The Mathematical Experience ja Descartes’
Dream. Edellisen kirjan luku Inner Issues ottaa esiin
seuraavia teemoja:

Symbolit

Symbolien kédytté ja yhdistely on yksi matematiikan
tunnuspiirteitd. Se on yksi niistéd tekijoista, jotka saa-
vat suuren yleisén suhtautumaan matematiikkaan tor-
juvasti. Monet sanovat, ettd he ymmérsivit kyllda ma-
tematiikkaa, kunnes vastaan tulivat = ja y. Symbolien
késittely tiettyjen sddntojen puitteissa on yhé térked
osa matematiikan kiytdnnon taitoa. On ihmisié, jotka
tahtovat oppia (esimerkiksi) taloustiedetté, mutta jot-
ka eivdt osaa padtelld, ettd jos © + 2 = 4, niin x =
2. Téllaiset puutteet tekevét taloustieteen késitteiden
ymmértdmisen kovin vaikeaksi.

Sangen monimutkaisia relaatioita voi ilmaista symbo-
lisesti tavalla, joka on hyvin vaikeaa muuttaa sanalli-
seksi. Tamé& symbolien taloudellisuus lisdéntyy jatku-
vasti, kun symboleja ruvetaan kayttdmédn yhad mut-
kikkaampien késitteiden merkkeiné ja samalla symbo-
lien késittelysdantojé pidetadn itse kéasitteitd koskevien
sdantojen malleina.

Hiukan liioitellen on sanottu, ettd matematiikan histo-
ria on merkintdjen kehittymisen historiaa. Tamé hei-
jastaa késityskyvyn rajallisuutta. Tarvitsemme ajatte-
lumme avuksi ja johdatukseksi tukipisteitd ja vertaus-
kuvia.

Jotkin matemaattiset symbolit ovat jo itsessdidn ver-
tauskuvia. Tillaisia ovat esimerkiksi /, <, — ja [.
Joihinkin toisiin on liittynyt voimakkaita assosiaatioi-
ta, joiden ansiosta nekin kiyvédt metaforista. Sym-
bolien avulla voi ilmaista asioita taloudellisesti ja
tasmallisesti, kuten A.N. Whitehead aikanaan huo-
mautti. Jonkin tietyn symbolin kidyttétapa saattaa kui-
tenkin muuttua ajan myotd, sitd mukaa kuin mate-
maatikot tottuvat uusiin merkint6ihin ja omaksuvat ne
kéyttoonsa.
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Joissain tapauksissa matemaatikkojen laiskuuden syn-
nyttdmé merkintd on voinut johtaa uusiin teorioihin.
Esimerkiksi tyyppid (a1121 + -+ 4+ @1n%n; - - - G121 +
-+« + QmnTy) olevat merkinnit lyhentyivit aikojen ku-
luessa muotoon Az, ja matriisilaskenta syntyi tar-
peesta luoda tdméan merkinndn korrektin késittelyn
saannot.

Abstraktius

Tédmé on matematiikan olennainen piirre. Myos se
on omiaan tekemddn matematiikasta suurelle yleisolle
késittamatonta.

Matemaattiset rakenteet ovat abstrakteja. Niiden
madrittely perustuu rakenteiden itsensé sisillé vallitse-
viin relaatioihin. Ne eiviit ole aistein havaittavia. Ab-
straktisuuden edut ovat ainakin kolminaiset:

e Abstrakti teoria kokoaa yhteen monia yk-
sittdistapauksia koskevan tietomme ja tekee siten
helpommaksi ymmértdd tapauksien yhteiset piir-
teet. Usean teorian sijasta tarvitaan vain yksi. Ko-
koaminen hyodyntdid analogioita, ei itse tapausten
vélilla vaan asioiden kesken vallitsevien relaatioi-
den ja vaikutussuhteiden vélilld. Namé& analogiat
tekevit monia yksittédistietoja korvaavasta abstrak-
tista teoriasta matematiikan tédrke&in metodin.

e Sen jialkeen kun teoria on saatu kayttoon, saa-
tetaan havaita, ettd se sopii vield uusiinkin yk-
sittaistapauksiin. Tdm& havainto johtaa huudah-
duksen ”tuostahan tulee mieleeni, etté...” ilmaise-
maan jannitykseen ja iloon. Onhan siis niin, ettd
uuden ongelman ratkaisun siséltava valmis teoria on
otettavissa kayttoon vain kirjan sivuja kaantadmalla.

e Abstrakti teoria antaa mahdollisuuden yksinkertai-
sempiin todistuksiin. Tam& on himméstyttavaa,
mutta yleensi totta. Abstrakti teoria tekee mahdol-
liseksi keskittyé olennaisuuksiin. On mielenkiintois-
ta tietdd, pitddko jokin vaittdmaé paikkaansa ylei-
sessé tilanteessa vaiko vain tietyssé erikoistapauk-
sessa. Abstraktissa teoriassa poistuvat merkityk-
settomét nékokohdat.

Yleistaiminen ja laajentaminen

Talla on yhtyméikohtia abstraktiuteen, mutta yleensé
kyse on hiukan eri asiasta. Pythagoraan teoreema
yleistdéd kolmikon (3, 4, 5) méérittdmén suorakulmai-
sen kolmion. Fermat’n suuri lause, jonka mukaan
yhtalolla x™ + y™ = 2" ei ole positiivisia kokonaislu-
kuratkaisuja (x, y, ), jos n > 2, on saman kolmikon
ominaisuuden laajennus. Tdmén laajennuksen todisti

Andrew Wiles.

Todistaminen

Ankara todistamisen vaatimus on matematiikalle tun-
nusomainen piirre. Siksi matematiikka on niin olennais-
ta tekniikassa, turvallisuudessa, fysiikassa jne.

Todistuksen, kelpaavuuden késite matematiikassa liit-
tyy yleiseen kysymykseen siitd, mikd on kelvollis-
ta, validia, milldkin tutkimuksen alueella. Kaikil-
la tutkimusaloilla, niin yhteiskuntatieteilld, taloustie-
teelld, kemialla, biologialla, kasvatustieteelld, oikeustie-
teelld kuin kirjallisuustieteelldkin on oma kelvollisuu-
den kéisityksensd. On mielenkiintoista tarkastella kel-
vollisuuden eroja ja kdyttoa.

Siitd, mikd on hyvaksyttivissd kelvolliseksi argumen-
toinniksi matematiikassa, keskustellaan ja véiitelldan
yhi. Keskustelunaihetta ovat antaneet ylipitkét to-
distukset (esimerkiksi #érellisten ryhmien luokittelun
15000 sivua) ja tietokoneiden kiyttd visualisoinnissa,
kokeilussa ja laskemisessa.

Matemaattisten kisitteiden olemassaolo

On  sanottu, ettd matematiikan opettamisen
padtehtdvd on osoittaa matemaattisten késitteiden
todellisuus. Mitd tdmé todellisuus on? Milld tavoin
nédma késitteet ovat olemassa? Esimerkiksi John Robin-
sonin veistos FEternity (katso http://www.cpm.infor-
matics.bangor.ac.uk/sculmath/wake.htm) on symbo-
linen kuvanveistos, mutta samalla matemaattisen
saiekimpun konstruktio.

Matematiikan todellisuutta ovat pohtineet monet ma-
tematiikan filosofian harrastajat, mutta kiinnostus
heiddn sanomaansa néayttdd olevan laimenemassa. Ky-
symys jonkin matemaattisen struktuurin olemassao-
losta on ehkd samanlainen kuin kysymys siitd, onko
Sakkipeli olemassa. Se ei selviistikddn ole olemassa sa-
malla tavoin kuin tuolit ja poydét ovat olemassa, mut-
ta kuitenkin silld on vaikutusta monen eldméén. Ja se
lépiisee myos rahatestin. (Siis kysymyksen, voiko silld
ansaita rahaa. Voi, ainakin jos on maailmanmestari tai
sakkiviilineiden valmistaja.)

Se, ettd matemaattiset késitteet ja menetelmét ovat
prosessien kaltaisia, néikyy siitidkin, ettd lihastoiminnan
ja rytmin muisti on térked puoli matemaattista tyota.
Suuri osa matematiikkaa késittelee toistuvien proses-
sien vaikutuksen ymmértamisté ja realisointia.

Matemaatikot ovat etevid ymmartdmasan ja kuvitte-
lemaan asioiden liikkumista. Termit siirtyvat yhtalon
puolelta toiselle, asetelmat ja kuviot muuntuvat
avaruudessa. Matemaatikot elehtivit kasilldan sel-
vittddkseen, mitd on tapahtumassa. Késitteet ja ideat,
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joista matemaatikot puhuvat, ovat toisinaan ikéaén kuin
tallaisten muistettujen prosessien ketjuja. Toisaalta,
kun ndmé ideat ilmaistaan kirjoittaen, tyyli on usein
karua ja lyhyttd, ja tdmé tekee késitteiden ja ideoiden
kéiyton ja soveltamisen oppimisen vaikeaksi. Mutta jo-
kaisen on my6s mahdollista muodostaa itselleen sopivin
tulkinta ja sisdistédé asiat omalla tavallaan.

Aé’lrettﬁmyys

Adrettomyyden kesyttiminen, mielikuvituksen laajen-
taminen niin, ettd se siséltdd myos ddrettomét operaa-
tiot, on yksi matematiikan riemuja ja myds yksi sen
skandaaleja. Ovatko ndmé &arettomét objektit todel-
lisia? Hammaéstyttdavia on, ettd nédiden &ddrettomien,
ehké olemassa olemattomien objektien avulla voi-
daan todistaa darellisid ja todellisia asioita. Tamé& on
jélleen yksi puoli matematiikan mystillisyytta. Ajatel-
laanpa esimerkiksi, ettd n#iden &d#rettomien proses-
sien avulla todistetaan ydinreaktorin tai lentokoneen
laskeutumisjérjestelmén turvallisuus. Kuinka uskotta-
va téllainen todistus on? Namé& ovat aitoja kysymyk-
sié.

Tutkitaanko matematiikkaa?

Asiasta voi kéytdnnossd vakuuttua tarkastelemalla
Mathematical reviews -julkaisun kehitystd vuodesta
1940, jolloin se alkoi ilmestyd. Tamé& kuukausijulkai-
su sisaltdd matemaattisten tutkimusartikkelien lyhen-
nelmii. Karkeasti ottaen viisisivuisesta artikkelista kir-
joitetaan pari kappaletta. Julkaisun sivuméérd on sen
ilmestymisaikana yksitoistakertaistunut. Joka kuukausi
julkaistaan noin 400 suurta sivua matematiikan tutki-
musten referaatteja. Elamme todella matematiikan kul-
takautta, niin méadrén kuin laadunkin puolesta.

Matematiikan tutkimuksen tavoitteet ovat moninai-
set. Yksi on saada lisdé tietoa jo hyvin méairitellyista
ja olemassa olevista struktuureista. Toinen on ottaa
selvad uusista struktuureista, sitd mukaa kuin sellai-
sia tulee esiin ja ne todetaan térkeiksi. Uusia struktuu-
rien vélisid relaatioita 16ytyy. On tarve yksinkertais-
taa, 1oytda struktuureja, jotka selittdvit ja auttavat
ymmartamain, miksi tietyt struktuurit kayttaytyvat
tietylla tavalla verrattuna joihinkin toisiin.

Tulokkaan ja suuren yleison on vaikea ymmértia,
miten matemaattista tutkimusta tehddédn. Annamme
muutamia osviittoja esittamélla nelja eri tapaa tutkia
matematiikkaa. Tapoja on varmasti paljon enemmén,
ja yksittdinen tutkija joutuu loppujen lopuksi itse luo-
maan menestymisensi strategian. On myos vaikea sa-
noa, paljonko matematiikasta olisi tiedettdvd, ennen
kuin voi alkaa sitd tutkia. Kuuluisa vastaus tdhén on
"kaikki tai ei mitdan”.

Menetelma 1. Sovella tunnettua mene-
telmai tunnetun tyyppiseen ongelmaan

Tam& menetelméd muodostaa luultavasti ainakin osan
jokaisesta onnistuneesta matematiikan tutkimushank-
keesta. Silld on kaikki mahdollisuudet onnistua, jos
vain tutkija on kyllin taitava tunnetun menetelmén
kayttdja. Matematiikan tutkimuksen tédrkeimpié keino-
ja on todellakin ongelman palauttaminen joksikin jo
ratkaistuksi ongelmaksi. Jos alkuperédinen ongelma on
liian vaikea, niin kdypa strategia on yksinkertaistaa sita
niin, etté siitd tulee tunnetun ongelman kaltainen, ja
késitelld sitten ne erityisongelmat, joiden ansiosta al-
kuperéinen ongelma on tuore. Yleinen késitys on, ettéd
vain helpot asiat ovat tehtdvissd. On siis muunnettava
ongelma helpoksi. Jos et tied&, mité tekisit, tee ilmeiset
asiat ensin.

Jos kehittyy taitavaksi vakiomenetelmien kayttéajaksi,
voi erdand paivand huomata, ettd taidot sopivat myos
ongelmaan, jota kukaan ei vield ole pohtinut. Néin saat-
taa johtua uusiin ja térkeisiin tuloksiin. Matemaatikon
koulutuksesta suuri osa on hinen valitsemallaan alalla
tehtavin tyon kannalta kdyvan taidon ja tiedon hank-
kimista.

Menetelmi 2. Kéiy tiedon rajoilla olevan
kuuluisan ongelman kimppuun

Tamé strategia tarkoittaa tiedon huippua edustavan
kuuluisan ongelman ratkaisun yrittdmistd. Hyva puo-
li on, ettd onnistuminen tekee kuuluisaksi. Vaikeam-
paa on ennustaa onnistumista. Luultavasti aivan uudet
ideat ovat tarpeen.

Tamé tuntuu menetelméltd, jonka kunnianhimoinen
nuori valitsee. Mutta, niin kuin Stanislaw Ulam mainit-
si toiselle kirjoittajista 1964, vaikka menetelmi vetoaa
kunnianhimoiseen nuoreen, siihen pitdytyminen saat-
taa estéd hanté kehittymaésta juuri sellaiseksi matemaa-
tikoksi, johon hénelld persoonallisten ominaisuuksiensa
pohjalta olisi parhaat edellytykset. Ongelma on jonkun
toisen ongelma.

Tavallisempaa on toki yrittdd ratkaista véh&disempié
tietdmyksen raja-alueen ongelmia, sellaisia, joita ei
vield ole kovin paljon yritetty ja joissa onnistumisen to-
dennikoisyys néin ollen on suurempi. Melko varmaan
on opiskeltava, jotta saisi selville, mitd on jo tehty,
minkélaisia tekniikoita on kaytettévissi ja mitké niistéd
on hallittava.

Voi olla hyddyllista tutkia ongelmia, joiden ratkeami-
sen kriteerit ovat selvid: on kysymys, johon voi vastata
vain kyll4 tai ei. Talloin toisaalta epdonnistumisellakin
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on ilmeinen kriteerinsd samoin kuin sillé, onko ongelma
lilan helppo vai ei. Matemaatikolla on hyvi olla suun-
nitelmansa myo6s sen varalle, ettd hénen ongelmansa
tuottaa lilan v&hén tai lilan paljon menestysta.

Menetelma 3. Sovita yhteen eri alojen
tietoa

Téssd menetelméssa opiskellaan erilaisten matematii-
kan alojenperusteita ja 16ydetdén niiden valisia yhteyk-
sid. Néin ikdan kuin tadytetddn huippujen vilisid auk-
koja samaan aikaan, kun ”huippututkijat” puuhailevat
huippujen korottamisen parissa. Menetelmén etuja on
se, ettd siind saa oppia eri aloista, ja hyodylliselld taval-
la, kun pyrkimyksené on kddntéiéa toisen alan tietoa toi-
sen kielelle. Menetelmé sopii vaitoskirjatutkimuksiin.
Tyon ohjaaja saattaa ndhdad yhteydet kdymaéatta lapi
yksityiskohtia. Téllainen tyd on myo6s hyodyllistd ma-
tematiikan yhtendisyyden kannalta. Etua on myos
siitéd, ettd tutkija tottuu todistamaan pienid, mutta
hyodyllisia tuloksia, sellaisia, jotka tayttdavat aukkoja
ja luovat kuvaa siitd, miten asiat ovat.

Menetelmi 4. Retki pimeidin

Tutkijalla on jonkinlainen aavistus siité, millaista ma-
tematiikkaa pitéisi olla olemassa. On my0s joitakin vih-
jeité niisté aineksista, joista timéd matematiikka voitai-
siin rakentaa. Ongelmana on, ettd kunnollinen mate-
matiikka tarvitsee méaritelmié, esimerkkejé, apulausei-
ta, lauseita, todistuksia, laskelmia eik& alussa ole néista
mitdédn, joten ne on koottava tytn edetessd. Missd
jarjestyksessé tulisi edeté, ja onko tulos tédrkedd mate-
matiikkaa? Téata ei voi juuri arvioida, ennen kuin teo-
ria on luotu, eiké teoria koskaan synny taydellisend niin
kuin Afrodite-jumalatar meren vaahdosta. Teoria kas-
vaa vuosien matkassa, ja tarvitaan sisua ja uskoa tut-
kimuksen merkitykseen, jotta jaksaisi teoriansa kanssa
tuon matkan kulkea.

On sanottu, ettd tutkimuksessa menestymisen salai-
suus on kyky sopeutua epdonnistumisiin. Ellei koskaan
epdonnistu, on luultavaa, ettd on tullut ryhtyneeksi lii-
an helppoihin ongelmiin. Mielenkiintoiseen tutkimuk-
seen kuuluu aina riskin aineksia. Tarvitaan strategioi-
ta tilanteisiin, joissa mennéén pieleen. Ongelma on ol-
lut liian vaikea tai lilan helppo. Mité seuraavaksi? Tu-
levien tutkimusten kannalta on opettavaa analysoida
epdonnistumisen syité ja verrata néita syitéd niihin syi-
hin, joiden perusteella alun alkaen halusi késitelld juuri
kyseistd ongelmaa.

Miki on hyviai matematiikkaa?

Emme yritd antaa tdhén kysymykseen lopullista vas-
tausta. Jokainen voi kuitenkin pyrkid muodostaa
késityksen joistakin hyvaltd matematiikalta odotetta-
vista piirteistd. Matemaattisten julkaisujen toimittaji-
na joudumme péivittédin tekeméan paatoksid, jotka kos-
kevat matemaattisen tyon laatua. Kun saamme uuden
kasikirjoituksen, teemme seuraavia kysymyksia: Ovat-
ko tulokset uusia? Kuinka paljon ne tuovat uutta jo
julkaistuihin tuloksiin verrattuina? Onko artikkeli hy-
vin ja selvésti kirjoitettu? Tuntevatko kirjoittajat alal-
la tehdyn tyon ja suhteuttavatko he tuloksensa sithen?
Miten yllattavid tulokset ovat? Kuinka elegantteja ovat
kéytetyt menetelmét? Onko kehitetty uusia menetel-
mii?

”Parhaaseen” matematiikkaan kuuluvat tyot, jotka
tuovat esiin uusia sellaisia uusia ideoita ja késitteita,
jotka tekevit aikaisemmin vaikeina pidetyistéd asioista
helppoja. Tamé on ristiriidassa sen késityksen kanssa,
jonka mukaan matematiikka on tarkoitettu vaikeaksi,
ja ettd juuri sen vaikeus on hyvéa tekevad, kuten kylma
suihku. Péin vastoin, hyvd matematiikka voi olla (ja
ehké sen jopa pitéisi olla) helppoa. Juuri siksi emme
osaa tehdi sitd. Ylldttavadan lopputulokseen johtava il-
meisen yksinkertaisten pddtelmien yhdistdminen, ehka
lisdttyna jollakin odottamattomalla kaénteelld, miel-
lyttdd meitéd eniten.

On huolestuttavaa, ettd moni nuori matemaatikko kéy
lapi opintonsa ilman ettd joutuu ollenkaan miettiméan
sitéd, mikd on hyvad matematiikkaa. Mutta kaiken inhi-
millisen toiminnan kohdalla on aina kysyttéivéi sen niin
yhteiskunnalle kuin yksilollekin. On esitetty késitys,
ettd minké hyvénsi aineen opettamisessa tulisi heijas-
tua jotain kyseisen alan ammattilaisten arvoista. Am-
mattilaiselle ei riitd vain vastauksen tuottaminen, on
myos tirkedd tuottaa, jos vain mahdollista tyydyttava
selitys sille, miksi vastaus on se miké on.

Onko matematiikalla tulevaisuut-
ta?

On viitetty, ettd ei endé 16ydy uutta perusmatematiik-
kaa. Tatéd késitystd voi verrata niiden mielipiteeseen,
jotka sanovat, ettéd fysiikka on valmis, ettd perusky-
symykset on ratkaistu. Meiddn késityksemme on, etté
matematiikassa on tapahtumassa vallankumous — hil-
jainen vallankumous, mutta kuitenkin vallankumous.
Tamé tapahtuu kahdella rintamalla.

On ensinn#kin laskennan vallankumous. Numeerisen
laskemisen ja graafisen esityksen osalta tdmé vallanku-
mous on kaikkien tuntema. Vihemmén yleisesti tun-
nettua on, ettd on olemassa tietokoneohjelmia, jot-
ka pystyvit késitteleméddn symboleja ja aksioomia ja



Solmu

1/2002

ohjelmia, jotka pystyvét suorittamaan automaattista
padttelya. Tamén tulisi periaatteessa antaa matemaa-
tikoille kyky laskea ja péételld miljoonakertaisesti sen
mitéd nyky#én, ja kisitelld nykyisin toivottoman moni-
mutkaisina pidettyja rakenteita. Taméan kyvyn merki-
tystd matematiikan opetuksen kannalta ei ole vield kyl-
liksi ymmaérretty ja arvioitu, vaikka paljoin ty&td on-
kin tekeilld. Tehostuneen laskennan vaikutus tutkimuk-
seen on ollut merkittdvis, ja sen merkitys luultavasti
kasvaa.

Hienovaraisempi vallankumous on késitteellinen val-
lankumous. Matematiikan korostunut ymmértdminen
struktuurien tutkimuksena on saamassa oman ma-
tematisointinsa kategoriateoriassa, struktuurien mate-
maattisessa ja algebrallisessa tutkimisessa. Kategoria-
teoria on paljastanut uusia ldhestymismahdollisuuksia
matematiikan perusteisiin kuten logiikkaan ja joukko-
oppiin. Se on nostanut arvoon ajatuksen, jonka mu-
kaan matematiikalle ei tarvitsekaan 16ytda yhta pe-
rustusta, niin kuin aikaisemmin ajateltiin, vaan vaih-
toehtoisia ympéristoja ja kehyksen, jossa niitd voi-
daan verrata. Namé ajatukset ovat tarkeitd myos tie-
tojenkésittelytieteessé, esimerkiksi osoittaessaan uusia
ldhestymistapoja tietorakenteiden analysointiin.

Vaaroja edessia

Yksi matematiikan miellyttéivid piirteitd on tapa , jolla
se voi toimia eri tasoilla, jotka sitten ovat vuorovaiku-
tuksessa kesken#dn. Niin esimerkiksi matemaattisten
rakenteiden algebrallinen tutkimus on itsessédén johta-
nut uusiin rakenteisiin. Joillakin n#istd struktuureista
on ollut merkittavid sovelluksia matematiikassa ja fy-
siikassa.

Matematiikkaa uhkaavat yh& monet vaarat. Vallit-
see yleinen matemaatikkojen aikaansaannosten ja ma-
tematiikan térkeyden aliarvostus. Siihen ovat osaksi
syypaitd matemaatikot itse, koska he eivit ole onnistu-
neet madritteleméin ja selittdméan tieteensd kokonai-
suutta opiskelijoilleen, yleisolle, valtiovallalle tai elin-
keinoeldmaélle. On mahdollista, ettd opiskelija valmis-

tuu matematiikasta hyvin arvosanoin ilman mitéan tie-
toa matematiikan tutkimuksesta.

Toinen vaara on tietokonetta kohtaan tunnettava yhé
kasvava luottamus. Tietokone koetaan mustaksi laa-
tikoksi, joka kertoo vastauksen, ilman ettd kysyjalla
on mitddn késitystad asiaan liittyvistd prosesseista tai
edes niistd kasitteistd, joita on tarkoitus manipuloi-
da. Seké tietokoneen mahdollisuudet ettd sen rajoit-
teet jddvét ottamatta huomioon, tarvittava matema-
tiikka laiminlytdéén tai jatetdédn luomatta, ja tietoko-
netta kdytetddn tavoin, jotka ovat virheellisid tai vain
ohjelmiston rajoittamia. Kerrotaan, ettd teknillisesta
suunnittelusta poistetaan matemaattinen asiantunte-
mus ja se korvataan ohjelmistopakettien kéyttéjilla.
Turvataanko néin tuotteen turvallisuus ja luotettavuus,
ja kyetdinko hyodyntdméidn parhaita matemaattisia
menetelmia?

Jotta tallaisilta vaaroilta véltyttéisiin, on olennaisen
térkedd, ettd alussa esittdmiimme kysymyksille osoi-
tetaan lisddntyvad huomiota ja ymmérrystd. On ehké
olemassa keinoja, joilla matemaatikon késitteellinen
ennakointi saataisiin nopeammin muuttumaan luon-
nontieteen tai tekniikan sovellukseksi. Jotta niitd
loytyisi, yhteiskunnassa tarvitaan matemaatikon tyon
ja matematiikan yhteiskunnallisen merkityksen todel-
lista ymmaértamistd. Meiddn tdmén rakastamamme tie-
teen piirissd toimivien vastuulla on l6ytdd tie tdmén
ymmaérryksen kehittymiseen.
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