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Eulerin kaavaa johtamassa

Timo Kiviluoto

Lukiossa kompleksilukuja késitellain jonkin verran
pitkdn matematiikan syventavilla analyysin kurssil-
la, jolloin mainitaan my6s Fulerin kaavaksi kutsuttu
yht#ls e¥? = cosy + isiny. Kaava perustellaan ekspo-
nenttifunktion, sinin ja kosinin sarjakehitelmien avul-
la, mikd on hyva tapa, mutta sikéli epdhavainnollinen,
ettei néitd sarjakehitelmi& johdeta lukion kursseilla.
Téssé artikkelissa esitdnkin muutaman vaihtoehtoisen
tavan perustella ensiksi Eulerin kaavan kaunis erityis-
tapaus €™ = —1 ja sen jilkeen itse yhtils. Aivan pe-
rinpohjaiseen todistamiseen en pyri, vaan tarkoitukse-
na on esittdd muutama ldhtooletus kompleksisen eks-
ponenttifunktion tai logaritmifunktion ominaisuuksis-
ta ja johtaa tulokset néisté. Differentiaali- ja integraa-
lilaskennan kurssit seké perustiedot kompleksiluvuista
riittavit esitiedoiksi padttelyjen seuraamiseen.

Esimerkki 1: Integraalilaskentaa

Jo perustiedoilla funktion f(z) = 4/(z? — 1) in-
tegroiminen onnistuu helposti. Haetaan funktiolle f
osamurtokehitelmé, eli nimittdja jaetaan tekijoihin
ja f kirjoitetaan kahden helpommin integroitavan
murtofunktion summana. Eréistd oppikirjoista voi
lytyd tehtdviandkin (esim. [MSL, t. 70b]) johtaa
tdménkaltaisille integroimispulmille yleinen s&anto

dx
R e e A=

—a
xr—2b

(ke Ry).

Seuraavaksi palautamme mieleen perusintegraalin

dx
—— = arctanz + c.
1+ 22

Herdd kysymys, eikoé nytkin voisi kayttad osamurtoin-
tegrointia. Ongelmana on vain se, ettei nimitt4ji reaa-
lialueella jakaannu tekijoihin. Kompleksialueella tilan-
ne on kuitenkin toinen, silli 22 +1 = (z + i)(z — 4).
Pisisemme kiyttimiin kaavaa (1) esittdmélli seuraa-
van oletuksen:

1.1. Logaritmifunktiolla on kompleksinen vastine
f(z) = lnz, jolla on voimassa Df(z) = 1/z kaikilla
z € C, jotka eivit ole negatiivisella reaaliakselilla.

Lisdksi tietysti oletamme, ettd differentiaali- ja in-
tegraalilaskenta sailyttavit keskeiset ominaisuutensa
my6s kompleksifunktioita késiteltdesséd, kuten ne te-
kevitkin. Nyt kaava (1) siilyy voimassa, mutta k
voi olla my6s kompleksiluku. My6s itseisarvomerkinté
haviaa, silla sen tarkoitus on pitéaé logaritmin paramet-
ri positiivisena reaalilukuna, mitd emme endid halua.
Sijoitamme kaavaan (1) a = —i, b = i ja saamme

[ avie= =3+ (55)

Vertaamalla tuloksen ja arkustangentin arvoja nollassa
saamme k:n arvoksi —1, eli voimme kirjoittaa

1
(2) y—arctanx—izln (H—x)’

1—X
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jolloin z:n ollessa reaalinen gy saa arvot valilla
| = /2,7 /2. Nyt huomaamme, ett koska tan(w/4) =
1, on m = 4arctanl = 2iln(—4). T&téd vilivaihetta
ei ole syyté sieventdd potenssin logaritmisdantéon tu-
keutuen, silld kyseinen sédintod ei yleisessd tapaukses-
sa pide kompleksialueella. Sen avulla voisimme ni-
mittdin paitelld virheellisesti, ettd In(—1) = 0, koska
2In(—1) = In1 = 0, kuten monet Euleria edelténeet
matemaatikot luulivat [Bo, s. 630].

Sen sijaan teemme seuraavat lisdolettamukset:

1.2. Eksponenttifunktiolla on yksikésitteinen komplek-
sinen vastine f(z) = e*, jolla on voimassa f(lnz) = z
kaikilla z € C, joille z # 0.

1.3. Tdmaé funktio toteuttaa ehdon f(x+y) = f(z)f(y)
kaikilla x,y € C.

Tallsin péidymme tulokseen e ™/2 = —i, josta seu-
raa €™ = —1. Niin olemme osoittaneet timin mie-
lenkiintoisen, matematiikan keskeiset luvut yhdistédvan
yvhtélon. Seuraavaksi kysymme, voiko itse Eulerin
kaavan johtaa yht#lostd (2). Vastaus on kylld, silld
kiyttimalls oletusta 1.2 saamme muodon e~ 2% =
(i +x)/(i — x) ja edelleen oletuksen 1.3 avulla

(i—x)* 14 2z —a?

12 1+ 22

62yi —

22

Koska r = tan(arctanz) = tany ja 1 + tan?y =

1/(cos?y), saamme

. )
; _sin sin
eV = (cos?y) <1 +2i COSZ — coszz>

= cos 2y + ¢ sin 2y,
kun y on vélilld | — 7/2, w/2], josta seuraa
e’ = cosy + isiny,
kun y on vélilld | — m, 7[. Jos y el ole t&lld vélilla, voim-
me kirjoittaa y = pq, jossa p on kyseiselld vililla ja ¢
on kokonaisluku. Télloin saamme
eV = (eP")? = cospq + isinpg = cosy + isiny.

Téssé kdytimme de Moivren kaavaa (cos 6 +isind)™ =
cosnf + isinnb, joka on helppo todistaa induktiolla.
Niin olemme osoittaneet, ettd Eulerin kaava on voi-
massa kaikilla reaalisilla y:n arvoilla.

Esimerkki 2: Differentiaalilaskentaa

Talla kertaa lihdemme seuraavista olettamuksistas:

2.1. Eksponenttifunktiolla on yksikésitteinen komplek-
sinen vastine f(z) = e*, jolla on voimassa Df(z) =
f(2) kaikilla z € C.

2.2. Tdama funktio toteuttaa ehdon f(x+y) = f(x)f(y)
kaikilla x,y € C.

Nain ollen voimme kirjoittaa
e* = etV = eV (2,9 € R).

Ratkaistaan e¥® kirjoittamalla se napakoordinaatti-
muotoon e¥¢ = r(cos §+isin @), missi r = |e¥?|. Talloin
r ja 0 ovat y:n reaalisia funktioita. Derivoimme yht&lon
puolittain y:n suhteen ja saamme

ie¥" = 1'(cos§ + isin @) + irf’(cosf + isin @),

josta seuraa v = —ir’ + r6’. Koska m:n on oltava ei-
negatiivinen reaaliluku, 7/:n on oltava nolla kaikilla y:n
arvoilla, joten r on vakio. Koska [e%| = 1, on r = 1
ja tdllsin 6/ = 1, mistd seuraa 8 = y + c. Toisaal-
ta e = 1 = cosc + isinc, mistd saamme ¢ = n2xw
(n € Z). Integroimisvakio osoittaa niin omalla taval-
laan sen, ettd eksponenttifunktio on jaksollinen ja sen
perusjakso on 27i. Pdadymme tulokseen

e® = e”(cosy +isiny).

Néin olemme siis osoittaneet Fulerin kaavan seké
médritelleet kompleksisen eksponenttifunktion, jolla on
sama derivoimissadnté kuin reaalisella vastineellaan.
Lisdksi on tullut aimo joukko muita kiintoisia ominai-
suuksia, kuten esimerkiksi se, ettd imaginaariosan y
kulkiessa vililld [0, 27 funktio piirtd4 kompleksitasoon
e”-siteisen ympyréan. Ja aivan erikoisesti kun z = 0 ja
y = 7, funktio saa reaalisen arvon —1.

Esimerkki 3: Raja-arvotutkimusta

Tallda kertaa tutkimme tarkemmin logaritmifunk-
tion raja-arvoesitysté. Differentiaalilaskennan kurssilta
tiedamme, etté

z+h _ a® ah -1

= a” lim
h—0

.a
Da* = lim
h—0

Toisaalta, koska Da” = a® In a, tistd seuraa

h

a —1
Ina =1
ne=m T

joka voidaan kirjoittaa muotoon

(3) Inz = lim h(¥z-1).

h—o0
Tamd muoto kiinnostaa meitd erityisesti, koska
kompleksialueella juurenotto voidaan mééritelld, kun
h on kokonaisluku. Teemme oletuksen:

3.1. Logaritmifunktiolla on kompleksinen vastine, jolla
yhtélé (3) on voimassa kaikilla z € C, z # 0.
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Palautamme mieleen kompleksiluvun juurenoton (tar-
kemmin ks. esim. [Sa]). Olkoon z = r(cosf + isiné),
jolloin

(4) /z= W(cos (g+k27ﬁ) +isin (%—i—kz—W)),

n

missd k kay lapi arvot 0,1,...,n — 1 eli juuria on n
eri kappaletta. Kuitenkin sinin ja kosinin jaksollisuu-
den vuoksi yhtélo (4) on voimassa myos millad tahansa
muulla k:n kokonaislukuarvolla. Piddmme tdmén mie-
lessé ja kirjoitamme yhtdlon (3) muotoon

Inz :hlim h(/r —1)

0 k27
o [
+hhm ﬁ}}l_r)n h(cos(h+ . )

+ 7sin Q—l—mi —1
h h '

Laskemme raja-arvot erikseen. Ensinnékin saamme

lim A(Y/r—1)

=Inrja lim {r=1.
i, v i 7

Jéljelle jadvan raja-arvon kasittelemme kahdessa osas-
sa. Jos 0+ k2w # 0, voimme sijoittaa h = (0§ + k27)/x,
jolloin I6yddmme yhtalostd kaksi varsin tuttua raja-
arvoa:

lim (0 + k27) (COS“T +¢Smm) = i(0 + k2m).
x—0 T x

Jos 04 k27 = 0, emme voi tehdi sijoitusta, mutta huo-
maamme

hlim h(cos0+isin0 —1) =0 =i(0 + k2m).
Oletuksesta 3.1 seuraa siis suoraan
Inz =Inr+i(0+ k2m),

missid k on kokonaisluku. Se, ettd saimme tuloksek-
si ddrettoméan monta eri logaritmin arvoa, johtuu tie-
tysti eksponenttifunktion jaksollisuudesta. Jos haluam-
me toimituksesta yksiarvoisen, annamme k:lle arvoksi
esimerkiksi nollan, jolloin saamme funktion, joka posi-
tiivisilla reaaliarvoilla vastaa reaalista logaritmia. Nyt
kuitenkin pysyttelemme moniarvoisuudessa ja teemme
jalleen oletukset 1.2 ja 1.3, jolloin saamme

¥ = ,,,ei(9+k27r) )

Toisaalta z = r(cos(d + k2m) + isin(f + k27)), joten
tasta seuraa suoraan

e¥' = cosy +isiny,

eli jilleen kerran olemme johtaneet Eulerin kaavan ole-
tuksistamme.

Lisatehtavia:

1. Esimerkin 1 yht&lon (1) lisdksi myos erditd muita
integroimiskaavoja voi kayttdd Eulerin kaavan perus-
telussa. Yksi néistd on yhtélo

()

In(z + V%2 +a?) + ¢,

/ dx B
Va? +a?
jonka todistuskin on kelvollinen harjoitus (esim. [MSL,
t. 70a]). Mihin syklometriseen funktioon liittyvd pe-
rusintegraali nyt tulee muistaa? Johda Eulerin kaava
yhtélon (5) avulla kdyttden pohjana esimerkin 1 ole-
tuksia.

2. Esimerkissd 1 johdettiin arkustangentin logaritmie-
sitys. Nyt kun tunnemme Eulerin kaavan, voidaan-
ko myos tavalliset trigonometriset funktiot kuten si-
ni, kosini ja tangentti esittda jossakin vastaavassa, ei-
trigonometrisessi muodossa?
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