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Miksi 7™ on 1irrationaalinen?

Matti Lehtinen

Selailin erdstd hiljattain ilmestynyttd lukion lyhyen
matematiikan oppikirjaa. Siiné késiteltiin, niin kuin oi-
kein ja kohtuullista on, erityyppisia lukuja. Irrationaali-
luvuista ensimmaéisené esimerkkin oli ”kuuluisin irra-
tionaaliluku” 7 = 3,14145926. ... Kirja ei kerro, miksi
7w, ympyrin kehén ja halkaisijan pituuksien suhde, on
irrationaalinen. Kipa tietoa 16ydy muistakaan oppikir-
joista. Kaikki me kuitenkin piddmme asiaa tunnettu-
na ja selvanéd. Mutta eihdn matematiikassa saa luottaa
kuulopuheisiin, véitteet on perusteltava!

Irrationaalilukuja on

Reaaliluvut ovat joko rationaalisia, kokonaislukujen
osaméirid B, ¢ # 0, tai sitten ei. Reaaliluvut, jot-
ka eivét ole rationaalisia, ovat irrationaalisia. Jo ldhes
2500 vuotta sitten kreikkalaisen kulttuurin piirissa
tehtiin se merkittdva ja matematiikan kehitykseen
syvéllisesti vaikuttanut havainto, ettd muutamat jano-
jen pituuksien suhteet kuten nelion sivun ja ldvistdjin
pituuksien suhde tai sdénnoéllisen viisikulmion sivun ja
lavistdjan pituuksien suhde eivét ole ilmaistavissa ko-
konaislukujen suhteena, toisin sanoen ne ovat irratio-
naalisia. Irrationaalisuustodistukset ovat epésuoria: jos
nelion sivu olisi 1 ja sen lavistédjan ja sivun suhde olisi
%, ja p:lld ja g:lla ei olisi yhteisid tekijoitd (sellaisethan
voidaan aina supistaa murtoluvusta pois), niin Pytha-
goraan lauseen mukaan olisi

2
P—12yr=2
q

Tillsin olisi p? = 2¢%. Mutta nyt p olisi parillinen,
p = 2s, ja saataisiin 45?2 = 2¢?, ¢° = 2s2. Siis q:kin
olisi parillinen, ja p:lla ja g:lla olisikin yhteinen tekija
2.

Irrationaalilukuja on paljon

Irrationaalilukuja on siis olemassa. Itse asiassa niitd on
kovin paljonkin. Umpiméhkééan valittu reaaliluku on
melkoisella varmuudella irrationaalinen. Rationaalilu-
kujen joukko on nimittédin numeroituva. Jokaiselle ra-
tionaaliluvulle voidaan antaa ikioma jarjestysnumero
luonnollisten lukujen joukosta. Itse asiassa tullaan toi-
meen vain nidennéisesti pienelld osalla kaikista luonnol-
lisista luvuista. Jokainen rationaaliluku r voidaan kir-
joittaa yksikésitteisesti muotoon

p
r=(=1)*%,
(=1 .

missd k = 0 tai £ = 1, p on luonnollinen luku (0 on
mukana) ja ¢ nollasta eroava luonnollinen luku, jolla ei
ole yhteisié tekijoita p:n kanssa. Jos p = 0, kiinnitetdéan
vield ¢ = 1. Nyt jokaiseen rationaalilukuun r voidaan
liittds esimerkiksi luonnollinen luku f(r) = 2F3P59.
Kahteen eri rationaalilukuun tulee néin aina liitetyk-
si eri luonnollinen luku.

Viitetty rationaalilukujen ”harvalukuisuus” seuraa
edellisestd. Otetaan mikd hyvénsd positiivinen luku a,
kuinka ldheltd nollaa tahansa. Ympéaroiddaan jokainen
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rationaaliluku r janalla, jonka pituus on 5. Néiden
janojen yhteinen pituus on varmasti enintéin

a(l—}—l—i-i-i-i-l-“-).
2 22 23
Mutta geometrisen sarjan summakaavan mukaan sum-
ma on sama kuin
1
1—

= 2a.

a

N[ =

Kaikki rationaaliluvut voidaan siis lukusuoralla eristda
sellaiseen osaan, jonka pituus voidaan (a:n valinnal-
la) saada miten pieneksi tahansa. Kaikki, mitd yli jai,
on irrationaalilukujen aluetta. (Asia ei tietenkiiéin ole
kovin havainnollinen. Rationaalilukuja on toisaalta ti-
hedssé; esimerkiksi jokainen lukusuoran jana, miten ly-
hyt tahansa, sisdltdd dérettomén monta rationaalilu-
kua.)

Mutta onko 7 irrationaalinen?

Vaikka irrationaaliluvut nédyttavatkin muodostavan lu-
kujen enemmiston, yksittdisen luvun irrationaalisuus
ei yleensi ole helppo osoittaa. Lukua 7 (merkintd on
perdisin 1700-luvulta) ounasteltiin irrationaaliseksi jo
antiikin aikoina. Ensimmaéisen, joskin hiukan aukkoisen
todistuksen asialle on kuitenkin julkaissut sveitsildinen
Johann Heinrich Lambert vuonna 1766. Lambert johti
tangenttifunktiolle ketjumurtolukuesityksen ja péaitteli
sen perusteella, ettd jos = on rationaalinen, tan x on ir-
rationaalinen. Koska tan 7 = 1, 7 ja siten myds m on
irrationaalinen.

Seuraavaa m:mn irrationaalisuustodistusta pidetdéan
nykyisin yksinkertaisimpana. Se on koulutiedoin
ymmarrettavissd, mutta on silti melko monipolvinen.
Téamén todistuksen ajatuksen esittivéit amerikkalainen
I. Niven ja japanilainen Y. Iwamoto 1940-luvun lopul-
la.

Todistetaan itse asiassa vdhidn enemmén kuin m:n ir-
rationaalisuus, nimittéin, etté luku 72 on irrationaali-
nen. TAmA riittda itse m:nkin irrationaaliseksi todista-
miseen, koska rationaaliluvun nelié tietenkin on ratio-
naalinen.

Muutamia polynomeja ja niiden
derivaattoja

Lahdetédan liikkeelle astetta 2n olevista polynomeista

On ilmeisté, etté

1
(1) 0 <pn(z) < ] kun 0 < z < 1.

Viitdmme, ettd polynomien p, kaikkien kertalukujen
derivaatat saavat pisteissd 0 ja 1 kokonaislukuarvon.
Tamé ndhdéén oikeaksi induktiopééttelyn avulla. En-
siksikin p; (z) = z(1—2) = x—22, joten p} (v) = 1—2z,
p{(z) = —2 ja pi;:n korkeammat derivaatat pgk) (x),
k > 2, ovat nollia. Viite on siis tosi, kun n = 1.
Tehdaén sitten sellainen induktio-oletus, ettd polyno-
mien p1(x), ..., pn—1(x) kaikkien kertalukujen derivaa-
tat saavat pisteissa 0 ja 1 kokonaislukuarvon. Nyt

ph(x) = % (nz"'(1—2)" —na"(1—z)" ")
1

= 7@ — (1—2x)2" (1 —z)" !

— (1= 20)pu1(a).

Tulon derivaattakaavaa toistuvasti soveltaen ndemme,
ettd p,(z):n kaikkien kertalukujen derivaatat ovat x:n
ja polynomien p;(x), j < n — 1, derivaattojen poly-
nomeja. Induktio-oletuksesta seuraa, ettd kyseiset de-
rivaatat saavat O:ssa ja 1:ssé vain kokonaislukuarvoja.

Muodostetaan nyt polynomin p,, derivaatoista ja lu-
vusta m seuraavanlainen polynomi:

Py(x) = n*"py(x) — 72 2p])(x) + 70 ()~
o (1) (@),
P,(x):n lauseke on pantu kokoon tarkoitushakuises-
ti. Ensinnédkin havaitaan, ettd p,:n ne derivaatat, joi-

den kertaluku on suurempi kuin 2n, ovat nollia, onhan
pr(x) polynomi, jonka aste on 2n. Edelleen

Py/(z) = m*'py (x) — 7" 2p(P () +
A (=) (),

joten
72 Py (z) + P (z) = 7" 2p, (z).

Muodostetaan nyt tulon derivointikaavan avulla funk-
tion

f(x) = P.(z)sin(rz) — wP,(x) cos(rx)
derivaatta f’(x):

f(x) = P/ (x)sin(rx) + 7P} (x) cos(mx)
— wP! () cos(nx) + m* P, () sin(nx)
= (P! (x) 4+ 7P, (z)) sin(nx)
= 72" 2, () sin(rz).

Mihin téta tarvitaan? Se ndyttdd meille, ettéd

/0 72" 2p, (x) sin(nz) de = ;f(ac)

(2)



Solmu

2,/2001

Lopullinen hyokkéiys

Tehdéén nyt ratkaiseva vastaoletus. Oletamme, etté

missé a ja b ovat kokonaislukuja. Koska P, (z) koostuu
n2:sta, enintiiin potenssiin n korotettuna, ja p,(x)m
derivaatoista, niin P,(0) ja P,(1) ovat muotoa 7 ja
£, missii A ja B ovat kokonaislukuja. Lisiksi 72" +2 =

772‘;—: ja (2) saa muodon

1
wa"/ pn(x) sin(rz) de = C,
0

missd C' on positiivinen kokonaisluku. Mutta kun 0 <
z < 1, niin 0 < sin(rz) < 1. Kun otetaan mukaan
epéyhtdls (1), ndhddin, ettd edellisen integraalin in-
tegroitava funktio on koko integroimisvililla positiivi-
nen, mutta arvoltaan pienempi kuin % Koska integroi-
misvalin pituus on 1, itse integraali on positiivinen lu-
ku, joka on pienempi kuin % Mutta tdméa merkitsee,

ettt

n

a
(3) ﬂ'm Z C?

riippumatta n:n arvosta. Nyt tarvitsemme vield yhden
matematiikan yleistiedon. Jos a on mielivaltainen luku,
niin

(4) lim * =0,

Tésta yhtalosta on helppo vakuuttua vaikkapa ajatte-
lemalla, ettd osamadréin osoittajassa ja nimittajdssa on

molemmissa n tekijad, ja kun n kasvaa, nimittdjaan
kerddntyy enemmaén ja enemmén tekijoitéd, jotka ovat
> a. Mutta (3) ja (4) ovat ilmeisessd ristiriidassa kes-
ken#iin. Vastaoletus luvun 72 rationaalisuudesta on siis
VAAral

Mutta ongelmia vield jadkin

Irrationaaliluvutkin jakautuvat kahteen luokkaan. Al-
gebralliset luvut ovat jonkin kokonaislukukertoimisen
polynomin nollakohtia. Muut irrationaaliluvut ovat
transkendenttilukuja. Esimerkiksi v/2 on algebrallinen,
koska se on polynomin 22 — 2 nollakohta. Osoittau-
tuu, ettd algebrallisiakin irrationaalilukuja on ”vain”
numeroituva méaara, joten "melkein kaikki” reaaliluvut
ovat transkendenttilukuja. Mutta kysymys yksittédisen
luvun transkendenttisuudesta on yleensd vaikea rat-
kaista. Luku 7 todistettiin transkendenttiluvuksi vuon-
na 1882. Tama ratkaisi yli 2000 vuotta pohditun on-
gelman ympyran nelidinnistd, geometrisesta konstruk-
tiosta, jolla voitaisiin (harppia ja viivoitinta kiyttiden)
16ytad sellaisen nelion sivu, jonka ala on tunnetun, esi-
merkiksi yksikkoséteisen, ympyréan ala. Koska geomet-
riset konstruktiot ovat suorien ja ympyroiden leikkaus-
pisteiden etsimisiéd ja ndiden yhtdlot ovat ensimmaéisen
ja toisen asteen polynomeja, ei konstruktioilla padsta
pisteisté, joiden koordinaatit ovat rationaalilukuja, pis-
teisiin, joiden koordinaatit ovat transkendenttilukuja.
Luvun 7 transkendenttisuus merkitsee, ettd ”ympyran
nelidintiongelma” on ratkeamaton. Mutta siihen, miksi
7 on transkendenttinen, emme nyt puutu.



