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Ellipsit, hyperbelit ja paraabelit vinossa

Matti Lehtinen

1 Ellipsi, hyperbeli ja paraabeli suorassa

Opimme lukion analyyttisen geometrian kurssilla — ainakin, jos kdvimme lukiota vield& muutama vuosi sitten —
ettd ellipsin, hyperbelin ja paraabelin yhtélot ovat
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y = az’. (3)

Yhtalot ovat yksinkertaisia ja kauniita. Kéyrien monia ominaisuuksia voi melko suoraan lukea yhté&loista. Jos
esimerkiksi a > b, niin ellipsin pisteille (x, y) péitee
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joten ellipsin lyhin etéiisyys origosta on b ja pisin a, ja niméi saavutetaan pisteissd (0, £b) ja (£a, 0). Tai koska

)]

niin aina kun z ja y ovat itseisarvoltaan suuria hyperbelin yhtdls (2) voi toteutua vain, jos jompikumpi tulon
tekijé on 1dhes nolla. Hyperbelin pisteet ovat siis suurilla |z|:n ja |y|:n arvoilla ldhelld suoria

b
y==+—x.
a

Sanomme, ettd ndmé suorat ovat hyperbelin asymptootit.
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2 Mutta riittaako se?

Yhtiloissd (1) — (3) on kuitenkin heikkous, johon muuan Solmun lukija hiljattain kiinnitti huomionsa. Niiss&
oletetaan, ettd kayridt on pantu poseeraamaan yksinkertaisen asentoon: ellipsin keskipiste on origossa ja sen iso-
ja pikkuakseli ovat koordinaattiakseleilla, hyperbelilld on samantapainen origon ja akselien suhteen symmetrinen
asema ja paraabelin huippu on origossa ja akselina on tasan y-akseli. Mutta eivathén oikeat ellipsit luonnossa ole
néin. Satelliitin ellipsinmuotoisen radan iso- ja pikkuakselit eivét asetu mink&dn itsestdéan selvin maanpéillisen
koordinaatiston mukaisesti.

"Yliopistomatematiikassa” ellipsien, hyperbelien ja paraabelien eli yhdelld sanalla kartioleikkausten (ndmé kéy-
rat nimittain voi synnyttdd ympyrikartion ja sen suhteen eri asennoissa olevien tasojen leikkauksina, kuten jo
antiikin ajoista on tiedetty) tutkimuksessa sovelletaan nykyisin tavallisesti symmetristen matriisien ominaisar-
voteoriaa. Katsotaan téssd, mitd asiasta saattaisi saada irti hiukan kotikutoisemmilla keinoilla, niin sanotulla
raa’alla laskemisella. Yritys saattaa vaikuttaa masokistiselta, mutta sen tehtyddn ymmaértda tason geometriasta
yvhté ja toista ja on saanut kohtuullisen hyvin lausekkeiden manipulointiharjoituksen. Matematiikan tekemisté
helpottaa aina mukavasti se, etti lausekkeiden kisittelyn perusalgebra ei takkua!

3 Kallistetaan!

L&ahdetédan liikkeelle ellipsistd tai hyperbelisté, jonka yhtdlo on
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ja muistetaan, ettéd vaihtoehtoisista etumerkeisté ylempi liittyy ellipsiin, alempi hyperbeliin. Haluamme nyt aset-
taa kuvion muuhun kuin alkuperiiseen asentoon. Sen sijaan, ettd kdéntdisimme kuviota, kdinndmmekin sen alla

olevaa tasoa tai oikeastaan vain koordinaattiakseleita. Sehin kidy néin:
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Jos P on piste ja A sen kohtisuora projektio xz-akselille ja B kohtisuora projektio y-akselille, niin P:n koordinaatit
x ja y ovat janojen OA ja OB pituudet, asianmukaisin etumerkein varustettuina. Jos nyt koordinaattiakseleita
kierretésin vaikkapa niin, ettd vanhan z-akselin ja uuden z’-akselin vilinen kulma on ¢, niin pisteen P projektio
uudella z’-akselilla on C ja uudella y’-akselilla D. P aseman méirittavit nyt luvut 2/ = OC = DP ja 3/ =
OD = CP. Olkoot viela E ja F pisteen C kohtisuorat projektiot z-akselilla ja y-akselilla. Mutta ZCPA = ¢,
joten x = OA = OF — AE = OC -cos¢ — CP -sin¢p = x' cosp — ' - sin ¢. Vastaavasti y = AP = EC + FB =
OC -sing+CP-cos¢p=2x'-sing+ 1y - cos¢.
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Piste P = (x, y) kuuluu ellipsiin tai hyperbeliin, jonka yht#lon voimme kirjoittaa muotoon
ve? + a%y? = a®V?, (4)

silloin ja vain silloin, kun z ja y toteuttavat yhtélon (4). Jos pisteen P sijainti ilmoitetaan uuden koordinaatiston
avulla luvuilla 2/, ¢/, sen kuuluminen mainittuun kiyrééin riippuu edelleen siité, toteuttavatko x ja y yhtélon (4)
vai el. Mutta tdméa merkitsee, ettd kdyrdan kuulumisen ehto uusien koordinaattien avulla lausuttuna taytyy olla

b2 (2’ cos ¢ — 3y sin ¢)? & a® (2’ sin ¢ + ' cos ¢)? = a?b%.
Kun téssé yhtélossd tehddan potenssiin korotukset ja yhdistetdéin termit, saadaan
(b% cos? ¢ & a? sin? ¢)a’? + (b? sin? ¢ + a? cos? )y'? + 2(+a® — b?) cos psin pa'y’ = a?b?.
Kéayran yhtalo uusissa koordinaateissa on siis muotoa
Az + By +2Ca'y = G. (5)

Selvin muutos ldhtoyhtiloon on "sekatermin” 2’y ilmaantuminen. A ja B eiviit endd myoskidn sisélld silld tavoin
suoraa informaatiota kiyréin muodosta kuin yhtélot (1) ja (2) tai (4).

Er#s mielenkiintoinen ominaisuus uudella muodolla on. Lasketaan suure AB — C2. Se on

(b% cos? ¢ & a? sin? ¢) (b% sin? ¢ & a? cos? ¢) — (£a? — b%)? cos? psin® ¢
= +a’b%(sin® ¢ 4 cos® @) £ 2a%b? cos? psin? ¢ = +a?b?(sin? ¢ + cos® ¢)? = +a’b>.
Kierron jilkeisessé yhtélossd suure on siis sama kuin alkuperiisessi yhtilossd (4) (jossa C = 0). Toisen asteen
yht#lén diskriminanttia muistuttava suure AB — C? on invariantti koordinaatistojen kierron suhteen. Erityisesti

suureen AB—(C? etumerkki paljastaa heti, onko yht#lo6n (5) piaddytty soveltamalla kierron koordinaattimuutosta
ellipsin vai hyperbelin yhtaloon.

Jos haluamme ellipsimme tai hyperbelimme ei ainoastaan tiettyyn asentoon vaan myos tiettyyn paikkaan, on
tehtdvi vield origon siirto, sanokaamme pisteeseen (), y;). Se merkitsee vield uusia koordinaatteja z”/ = 2’ — x),
y" =9y —y,. Yhtdls (5) on uusissa koordinaateissa "/, 3"

A" +20)* + By" — yo)* +2C (" + 25)(y" +yp) = G,
joka puolestaan sievenee muotoon

Az + By"? + 2C2"y" + 2Da” + 2Ey" + F = 0. (6)

Katsotaan vield, mité kierto ja siirto tekevit paraabelille (3). Kierron jilkeen nihdéén, etti paraabeliin kuuluvat
pisteet (2/, y'), joille pétee

2" sin ¢ + 3 cos ¢ = a(z’ cos ¢ — y sin ¢)?
eli
2'%acos? ¢+ y'2asin® ¢ — x'y'2a cos ¢sin g — 2’ sin ¢ + ' cos é = 0.
Tamé yhtélo on muotoa
Az"? + By'? + 202"y + D'2’ + E'y = 0.

Origon siirto z”/ = 2’ — xy, ¥’ =y’ — y{, johtaa lopulta tasan samanlaiseen muotoon kuin yhtélossi (6). Mutta
mitd on nyt AB — C?? Se on

a? cos? ¢sin? ¢ — a? cos? psin? ¢ = 0.

Jokaisessa paraabelin kierrosta syntyneessi kiyrin yhtilossi (6) on AB — C? = 0.
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4 Mutta samaanhan olisi pidiasty maidritelméastikin

Ellipsi on yhden mééaritelméansd mukaan kéyrd, jonka pisteiden kahdesta kiintedsta pisteestéd laskettujen etéi-
syyksien summa on vakio, hyperbeli vastaavasti kdyrd, jonka pisteiden kahdesta kiintedstd pisteestd laskettujen
etéisyyksien erotus on vakio. Namé kaksi kiinteédd pistettd ovat ellipsin tai hyperbelin polttopisteet. Vakiintu-
neen merkintdtavan mukaan edelld mainittu summa tai erotus on 2a ja polttopisteet ovat etdisyydelld 2c¢ toi-
sistaan. Ellipsin tapauksessa on oltava a > ¢, hyperbelin tapauksessa a < ¢, tdméin kertoo kolmioepayhtalo.
Toimitaan koordinaatistossa, jossa origo on polttopisteiden vilisen janan keskipiste. Silloin polttopisteet ovat
(ccosa, csina) ja (—ccos a, —csin «r), jollakin kulman « arvolla. Ellipsin mé#érittelyehto on

V(z —ccosa)? + (y — csina)? + y/(z + ccosa)? + (y + csina)? = 2a (7)

ja hyperbelin

V(x —ccosa)? + (y — csina)? — v/(z + ccosa)? + (y + csina)? = +2a, (8)

(£-merkki tarvitaan, koska hyperbelin piste voi olla lihempiné toista tai toista polttopistettd.) Kun yhtalsitd
(7) ja (8) ldhdetééin sieventdméin, tullaan ensin yhtéaloon

2

(x —ccosa)® + (y — csina)? = (2(1 + /(x + ccosa)? + (y + csina)Q)

eli

z? — 2cxcosa + ¢? cos? a + y? — 2cysina + 2 sin? a

=4a® +2a\/(z + ccosa)? + (y + csina)? + 22 + 2cx cos a + % cos? a + y? + 2cy sin a + ¢? sin” .

Kun téstéd pyyhitddn pois samat termit yhtdlon molemmilta puolilta ja vield jaetaan neljilla, jaa lupaavasti vain

a® 4 crcosa + cysina = +av/(z + ccosa)? + (y + csina)?.

Kun vield korotetaan toiseen potenssiin, saadaan

a* + ?a? cos® a+ 2y? sin? a + 2¢%zy cos asin a + 2a’cx cos a + 2a’cy sin o

= az(ac2 + 2cz cosa + ¢ cos? a + y? 4 2cy sin a + ¢ sin® ).

Tissikin on samoja termeji yht#lén molemmin puolin! Pyyhitéiéin ne pois ja kiytetiin tietoa cos? a+sin? o = 1.
Jaljelle ja&a yhtalo

2 2

(a? — ? cos® a)z® + (a® — sin? a)y? — 2c2 cosasina = a?(a® — ¢?).

2 2

Jos otetaan kiyttoon merkintd b2 = a? — ¢?, kun a > ¢ ja b?> = ¢ — a?, kun a < ¢, niin on piidytty ellipsin ja

hyperbelin yhtéloihin

(a®sin? o & b? cos? a)z? + (a? cos® a + b%sin” a)y? — 2(a® F b?)zy cos asin o = +a’b?

tai yhtéapitavasti

(b% cos? a + a?sin? a)z? 4 (b?sin® a + a® cos® a)y? + (2(b* F a?) cos asin o) zy = a?b?.

Taméahan ndyttda aivan samalta kuin aikaisemmin perusasentoisesta yhtélosta kiertdmélla johdettu yhtéls. Tark-
kaavainen lukija huomaa yhden eron, silld zy-termit ovat erimerkkisié. Sillekin on selityksensé. Aikaisempi yhtalo
lahti siitd, ettd kayrd ensin oli perusasennossa ja xy-termin sisidltdvadan yhtdloon pédstiin, kun koordinaatistoa
kierrettiin kulman ¢ verran. Tamaé jédlkimmaéinen yht&lo johdettiin suoraan xy-koordinaateissa, polttopisteiden
vélinen jana vain oli kulmassa « x-akseliin ndhden. Jos alkuperéinen akseli olisi kulkenut polttopisteitten kaut-
ta, olisi zy-koordinaatistoon péédstidkseen pitdnyt panna toimeen kierto kulman ¢ = —a verran. Etumerkkieron

selitys on nyt siiné, ettd sin(—«a) = — sin o, mutta cos(—«a) = cosa.
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5 Yhtilo tunnetaan, mika on kiyra?

Minké& kuvion muodostavat ne tason pisteet, jotka toteuttavat yhtélon
Az? + By? + 2Cxy + 2Dx + 2By + F = 0? (9)

Pahimmassa tapauksessa ehdon toteuttavia pisteité ei ole ollenkaan tai vain yksi, ja joskus yht&lén vasen puoli
saattaa jakautua kahdeksi ensimmaéisen asteen tekijéksi, jolloin yhtédlon toteuttavat kahden eri suoran pisteet.
Néité erikoistapauksia lukuunottamatta (9) esittdd kartioleikkausta. Minkélainen leikkaus on kyseessé, se néh-
dédn kun koordinaatistoa kierretddn niin, ettd xy-termi hévida. Kiertoyhtildiden

x=a cosgp— 1y sing
y=2a'sing+y cos¢

huomioon ottamisen jélkeen (9):n toisen asteen termit ovat

(Acos? ¢ + Bsin? ¢ + 2C sin ¢ cos )z’ + (Asin? ¢ + B cos® ¢ — 2C sin ¢ cos ¢)y'?
+ (2(B — A)sin ¢ cos ¢ + 2C(cos? ¢ — sin ¢))z'y’.
Termin 22y’ kerroin on
(B — A)sin(2¢) — 2C cos(29).
Jos B = A, niin z’y’:n kerroin on nolla, kun cos(2¢) = 0 eli kun ¢ = +45°. Jos B # A, kerroin on nolla, kun

2C

tan(2¢) = m .

(10)

Kun kiertokulma ¢ valitaan niin, yht#lon (9) toisen asteen termit ovat yksinkertaisesti
A/$/2 _|_ B/y/2

Kéyrin olemus selvidi tulosta A’B’. Jos A’ ja B’ ovat samanmerkkiset, kidyrid on ellipsi, jos erimerkkiset, kdyri
on hyperbeli. Jos toinen kertoimista A’, B’ on nolla, kiyri on paraabeli. Kdyrin laji méirittyy siis tulosta A’B’.
Lasketaan se, kun (10) on voimassa eli kun pitee

(A — B)cos ¢sin ¢ = C(cos? ¢ — sin” ¢). (11)
Kun kiytetididn hyviksi yhtélod (11) ja temppua
cos? ¢ + sin? ¢ = (cos? ¢ + sin? $)? — 2sin? ¢ cos® ¢ = 1 — 2sin? ¢ cos? ¢,
saadaan
A'B' = (Acos? ¢ + Bsin? ¢ + 2C cos ¢ sin ¢)(Asin® ¢ + B cos® ¢ — 2C cos psin ¢)
= AB(sin* ¢ + cos® ¢) + (A% + B?) cos? ¢sin? ¢ +
+2C cos ¢psin (B — A)(cos? ¢ — sin” ¢) — 402 cos? ¢ sin® ¢

= AB — (A — B)?sin® ¢cos® ¢ + 2C cos ¢ sin (B — A)(cos? ¢ — sin? ¢) — 4C? cos® ¢sin® ¢

= AB + C?%(cos® ¢ — sin? ¢)? — 2C?(cos® ¢ — sin? $)? — 4C? cos® psin? ¢

= AB — C*(cos?(2¢) +sin®*(2¢)) = AB — C.

Yhtilon (9) esittdmé kiyra on siis (mainittuja suoraviivaisia erikoistapauksia lukuun ottamatta) ellipsi, paraabeli
tai hyperbeli sen mukaan, onko AB — C? > 0, = 0 tai < 0.
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