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Ratkaisut

1. Valttamaton ja riittava ehto on, etta katrilla on korkeintaan yksi leikkaus-
piste, ts. etta yhtalolla

2%+ 3ax = 2° — 22%2 + 3z

on korkeintaan yksi ratkaisu. Selvésti 2 = 0 on yhtélon ratkaisu (riippu-
matta vakion a arvosta), ja sieventdmalld yhtdlo saadaan seuraava ehto:
kayrat eivat rajoita aarellisia tasoaluetta jos ja vain jos yhtalolla

2> —3x+3-3a=0 (1)

ei ole reaalisia ratkaisuja paitsi mahdolisesti x = 0. Jos z = 0 olisi yhtalon
(1) ratkaisu, niin = 3 olisi myo6s ratkaisu. Siis ainoa mahdollisuus on, etta
yhtéalolla (1) ei ole ollenkaan reaalisia ratkaisuja, jolloin diskriminantin on
oltava aidosti negatiivinen:

2 , 1

3" —4(3—-3a) <0 eli a<;
2. Auringonséiteiden suuntainen pylvaan huipun kautta kulkeva suora toteut-

taa yhtaloryhman

Y z—12
-1 -2 17/5
Kyseisen suoran ja seinan leikkauspiste toteuttaa lisdksi seindn yhtalon

y = gz + %, ja naiden yhtaloiden ratkaisuna saadaan leikkauspisteen

koordinaatit x = %, Yy = % ja z = L = 2.75. Siis varjon huippu on

4
seinalla korkeudella

2 m 75 cm.

3. Sarja on geometrinen suhdelukuna _73, joten se suppenee jos ja vain jos

pitee |=3| < 1 eli |z > 3. Sarjan summa on t&lléin 1i§ = .75. Yhtélon
3r +8 x ,
= eli  2*+8r+12=0
x+1 r+3
ratkaisut ovat © = —2 ja x = —6. Pisteessa x = —2 sarja hajaantuu, joten
tehtavalla on yksikasitteinen ratkaisu x = —6.



4. (Huom: log, z = I22.)

Funktio E on derivoituva valilla 0 < p < 1, ja

1 1—0p
E'(p)=—1 —p——+1 1-— 1 — =1 —).
(p) 0gy P ppm2+<%ﬂ p)+( +p&1_pﬂn2 0gs(
Siis E’'(p) = 0 jos ja vain jos lp%p:lelip: %

Selvésti E'(p) >0 kun 0 < p < %, ja E'(p) < 0 kun % < p <1, joten
p = 3 on todella funktion E maksimikohta valilla 0 < p < 1.
Kysytty maksimiarvo on E(3) = —3logy(5) — 3logy(3) =5+ 35 = 1.

5. Kuution sarman pituuden z on oltava jaollinen luvuilla 7, 11 ja 13. Koska
nailla ei ole yhteisia tekijoita, pienin mahdollinen z:n arvo on x=7- 11 - 13
= 1001. Pienimmin mahdollisen kuution tilavuus on siten 10013. Yhden
rasian tilavuus on 1001, joten (pienin mahdollinen) rasioiden lukumééra
on

10013

= 1001%? = 1002001.
T 00 00200

6. a) On néytettavé, ettd jos z(t) = 0 niin y(¢) = H.

Jos z(t) = 0, niin t = fcség‘g, sijoittamalla taméa seka tehtavassi annetut a

ja p saadaan

1
y(t) = Rcosa + vtsina — (1/2)gt* = ... = R(g +];_ QLPQ) =H. m.ot.

b) On méiriteltdva suurin nopeus v (tai vastaavasti pienin vakion a arvo),
jolla H < 1.9 R kaikilla kulmilla « (eli kaikilla suureen p arvoilla, 0 < p <

1).

Jos nopeus v on annrttu, lausekkeen H = R(§ + + — 3%

% 5,7) suurin arvo pin

suhteen saadaan derivoimalla:

dH R a

dp p*'p
helposti ndhdéén, ettd tdmé on todella maksimikohta (paitsi jos a > 1,
mutta talloin on p,... = 1 ja vastaava H:n arvo on H = R, jolloin varmasti



patee H < 1.9R). Siin (tietlld nopeudella v) suurin Hin arvo saadaan
sijoittamalla p = a:

Saadaan (olettaen a < 1)

1, 1
Hpse <19R & Sla+-)<19 & a>19-V10%-1=0.2845
a

eli

0.339
0.2845

=3.37(m/s) eli v <12.1km/h.



