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15 Todennakoisyyslaskenta: ajanvietteesta tie-
detta

Todennékoisyyslaskentaan on viitattu lyhyesti useissa yhteyksisséd edelld. Tar-
kastellaan todennakoisyyslaskennan kehitysta 20. vuosisadan alkuun mennessa
hiukan kootummin.

15.1 Alku uhkapeleissa

Uhkapeleihin liittyvaa laskentoa lienee harjoitettu pitkédan. Cardano oli noin
vuonna 1526 kirjoittanut noppapeleisté kirjan Liber de Ludo Alee., jossa esiin-
tyy todennékoisyyksien kertolaskusaanto. Varsinaisen todennikoisyyslaskennan
katsotaan saaneen alkunsa siitd, kun Chevalier de Mérénd tunnettu Antoine
Gombaud (1607-84) esitti Pascalille kaksi kysymystd uhkapelistd. Naistd en-
simmainen koski pelid, joka koostuu pelieristd, joiden voittamiseen kummalla-
kin pelaajalla on samat mahdollisuudet. Jos ensimmaisena kuusi erdé voittanut
saa pelipanoksen, mutta peli joudutaan keskeyttdmaéaén tilanteessa, jossa toinen
pelaaja on voittanut viisi ja toinen kolme eraé, niin mikéa on oikeudenmukainen
tapa jakaa pelipanos? Kysymys oli ollut pohdinnan kohteena jo pitkdan. Luca
Pacioli oli ehdottanut jakosuhdetta 5 : 3, Tartaglia 2 : 1. Pascal ja Fermat ka-
sittelivit ongelmaa kirjeenvaihdossaan ja padtyiviat samaan ratkaisuun (7 : 1),
edellinen Pascalin kolmiota hyédyntavalla rekursiopaéttelyllé, jalkimmaéainen al-
keistapaukset laskevalla kombinatorisella paéttelylla. Toinen de Mérén kysymys
koski kahden nopan heittoa. Monestako kahden nopan heitosta koostuvassa pe-
lissd kannattaa lyoda vetoa sen puolesta, etta heittosarjassa on kaksoiskuuto-
nen? Pelurien nyrkkisadnnon mukaan kysytty lukumaéaré olisi % -36 = 24, mutta
empiirinen kokemus asetti taméan kyseenalaiseksi.

Pascal sovelsi erdanlaista odotusarvon teoriaa teologiaan: ihminen voi elaé
joko niin kuin jumala olisi olemassa tai niin kuin jumalaa ei olisi olemassa.
Jos jumalaa ei ole olemassa, elaméantavan valinta on merkitykseton. Jos taas
jumala on olemassa, oikea elaméntapa johtaa pelastumiseen, vaara kadotukseen.
Koska edellinen vaihtoehto on adarettomén paljon parempi kuin jalkimmaéinen,
oikean elamétavan valinnan tuottama odotusarvo on suurempi, vaikka jumalan
olemassaolon todennékéisyys olisi pienikin.

Hollantilaisen Christiaan Huygensin kirjanen De Ratiociniis in AleeLudo il-
mestyi 1657. Siiné tarkastelun pohjana on odotusarvo: jos pelissd on p mahdolli-
suutta voittaa summa a ja ¢ mahdollisuutta voittaa summa b, peliin kannattaa
sijoittaa summa x = patab myty periaatetta soveltaen Huygens osoitti, etta
24 kaksoisnopanheiton pelissa ei kannata lyoda vetoa kaksoiskuutosen puolesta,
mutta 25 heiton pelissa kyllakin.

15.2 Suurten lukujen laki ja normaalijakauma

Jakob Bernoulli yleisti Pascalin pelipanoksenjako-ongelman ratkaisua tilantei-
siin, joissa voitto ja tappio eivéat olleet symmetrisida. Nain hén tuli maéritelleeksi
yleisen binomijakauman. Jos onnistumisen mahdollisuuksia on a ja epdonnistu-
misen b, niin todennékdéisyys onnistua k kertaa n:sta yrityksestd on Bernoullin
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Bernoullin Ars Conjectandi (1713) laajensi todennékoisyyskasitysta pelkistd no-
pan vaihtoehdoista arkitodellisuuteen. Bernoulli arveli, ettd absoluuttista var-
muutta on monesti vaikea saavuttaa, mutta ettd moraalinen varmuus vallitsee
silloin, jos arveltu asiaintila vallitsee 999 kertaa tuhannesta. Moraalisen varmuu-
den teoriaa Bernoulli sovelsi tilanteeseen, jossa toistuvilla havainnoilla paatel-
laan jakauma. Jos mustien ja valkeiden kuulien on uurnassa r ja s kappaletta
ja X on N:la nostolla saatujen mustien kuulien méaéra, niin Bernoulli paatte-
li, ettd tarpeeksi suurilla N:n arvoilla % poikkeaa luvusta 7,15 vahemmén kuin
%Jrs vain harvemmin kuin kerran tuhannessa nostosarjassa. Bernoullin laskelmat
osoittivat, ettd jos r = 30 ja s = 20, luvuksi N kelpaa ainakin 25 550. Bernoul-
lin pettymykseksi luku oli ndin suuri, joten suurten lukujen lain soveltaminen
kaytantoon ei nayttanyt kovin mielekkaalta.

Abraham De Moivre tarkensi Huygensin ja Bernoullin tuloksia. Jos onnistu-
misen ja epaonnistumisen mahdollisuuksien suhde on a : b =1 : ¢, niin yritysten
maéaré, jossa ainakin yksi onnistuminen tapahtuu todennékoisemmin kuin nol-
la onnistumista, saadaan yhtélostd (1 + %)z = 2. Kun ¢ on suuri, z = 0,7q;
kaksoiskuutosen tapauksessa ¢ = 35 ja z = 24,5. De Moivre kehitteli binomito-
dennakoisyyden kaavaa arvioimalla bimomikertoimessa esiintyvia kertomater-

meja. De Moivre paatyi symmetrisen binomijakauman tapauksessa tulokseen,

jonka mukaan § + £:n onnistumisen todennékéisyys on noin 2_c~% . Edel-

V2mn
lisen kaavan synnyttdma kayra approksimoi binomijakaumaa. De Moivre tote-
si kayralld olevan kéannepisteen kohdissa %(n + y/n) ja ettd enintadn % n:n

poikkeama keskelta sattui todennakoisyydella 0,682688. De Moivre ei kasitellyt
perusteellisesti epasymmetrista jakaumaa. Han totesi kuitenkin, etta Bernoullin
tutkimassa tapauksessa 25550 yritysta voitiin supistaa 6498:aan. — Ns. todenné-
koisyyslaskennan keskeinen raja-arvolause, jonka mukaan ldhes mielivaltaisten
muuttujien summa jakautuu yhteenlaskettavien méaran kasvaessa normaalija-
kauman mukaisesti, tuli esiin Laplacen tuotannossa 1800-luvun alussa. Lauseen
todistus riittavan valjin odotuksin esitettiin vasta 1900-luvun puolella.

15.3 Tilastollinen paattely

Kysymysté siitd, missd méarin ilmicsta tehdyistd havainnoista voidaan paétella
sen todennakoisyys, tutki vakavasti ensimmaéisend englantilainen Thomas Bayes
(1702-61). Bayes otti kiyttoon ehdollisen todenndkoisyyden késitteen ja johti
kaavan

fb 2R (1 — 2)"F da

a

fol k(1 — z)n—k dx

ilmaisemaan todennékoisyytté, jolla toistokokeen onistumistodennékoisyys on
vélilld (a, b), jos tiedetdén, ettd n:ssé toistossa on onnistuttu k kertaa. Laplace
julkaisi 1774 tuloksen, joka kertoi havainnon k onnistumista n:std ilmaisevan,
ettd onnistumistodennakoisyys poikkeaa %Sté enintddn c:n verran todennakoi-
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missi 02 = W Laplace sovelsi tulosta kaytantoonkin. Pariisissa oli vuosien

1745 ja 1770 vélilla syntynyt 251527 poikaa ja 241945 tyttoa. Laplace laski,
ettd todennikoisyys, ettd poikien syntyminen olisi vihemmén todennakoista
kuin tyttojen olisi 1,15 - 10742, joten se, etti poikia syntyy tyttdjd useammin,
on moraalisesti varmaa.

Toinen kysymyksenasettelu, jossa tilastollinen aineisto vaati matemaattis-
ta kasittelya, liittyi tahtitieteellisiin havaintoihin. Useiden havaintojen sovit-
taminen mekaniikan malleihin johti tilanteisiin, joissa muutaman tuntematto-
man madarittamiseksi oli kaytettavissa lukuisia ei aivan yhteensopivia yhtaloi-
ta. 1700-luvulla esitettiin erilaisia ratkaisuja yhtéalot parhaiten toteuttavan liki-
médraisratkaisun méérittamiseksi. Adrien-Marie Legendre julkaisi 1805 komee-
tan radanmaaritysta kasittelevan tutkielmansa liitteend tarkastelun, jossa usean
muuttujan lineaaristen lausekkeiden arvon tulisi olla nolla eri muuttujayhdistel-
milla. Legendre perusteli tasapainosyilla ratkaisua, jossa yhtaloihin parhaiten
sopivaksi muuttujayhdistelméksi valitaan se, joka tekee lausekkeiden arvojen
nelididen summan mahdollisimman pieneksi. Tehtavé voitiin helposti ratkaista
differentiaalilaskennan avulla.

Gauss julkaisi oman versionsa pienimman neliosumman menetelmasta vuon-
na 1809. Gauss kertoi kdyttédneensid menetelméé jo vuodesta 1795. Gauss joh-
ti menetelman huomattavasti seikkaperdisemmin kuin Legendre maarittamalla
ensin havaintovirheen A jakaumafunktion ¢, jonka Gauss pystyi ndyttdmaan
olevan muotoa

h _ h2A2

ﬁe .
Johto perustui oletukseen, ettd havaintoarvojen keskiarvo on todennékoéisimmin
oikea arvo.

Normaalijakauman irrotti havaintovirheiden teoriasta yleisempiin yhteyksiin
belgialainen Adolphe Quetelet (1796-1874). Han havaitsi normaalijakauman mo-
nenlaisissa ihmistéd kuvaavissa tilastoissa. Erityisen sitova todistus normaalija-
kauman puolesta oli tilasto, jossa oli mitattu 5732 skotlantilaisen sotilaan rinna-
nympérys; ympéarys jakautui normaalisti keskiarvona 40 tuumaa. Quetelet otti
kayttoon kasitteen todenndkdinen poikkeama. Se tarkoitti sitd matkaa normaa-
lijakauman asteikolla keskikohdan molemmin puolin, joka piti sisdllaén puolet
tapauksista.

Englantilainen Francis Galton (1822-1911) pyrki kéyttdmédn Quetelet’n
menetelmid Darwinin periytymisopin todistamiseen. (Galton oli Darwinin serk-
ku.) Erikokoisten herneiden jélkeldisten kokoa selvittdneet kokeet johtivat Gal-
tonin regression ja korrelaation kasitteisiin. Galton péatteli korrelaation suuruu-
den pelkéastdan havaintopisteita silmémaaraisesti hyvin vastaavan suoran kul-
makertoimesta. Keskihajonnan kasitteen samoin kuin pienimmén nelidsumman
kayton korrelaatiokertoimen méarityksessé toi tilastotieteeseen vuonna 1892
englantilainen Karl Pearson (1871-1936). Pearson esitti myods x2-testin, joka
toi mukanaan yleisen ajatusmallin nollahypoteesista ja sen siilyttdmisesta tai

¢(A) =
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kumoamisesta tilastollisen aineiston avulla. Toisen laajalti kiytetyn testin, pien-
ten otosten keskiarvon jakaumaan perustuvan t-testin eli Studentin testin kehit-
ti 1900-luvun alussa englantilainen William Gosset (1876-1937). Gosset joutui
pohtimaan pienten otosten keskiarvon kayttdytymistd toimiessaan Guinnesin
panimon kemistind. On arveltu, ettd Pearson pakotti Gossetin julkaisemaan tu-
loksensa salanimelld Student, koskei halunnut, ettd hanen perustamassaan ja
toimittamassaan Biometrika-sarjassa esiintyisi tekijé, jonka taustaorganisaatio
on panimo.



