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3 Muinaiskulttuurien matematiikasta

Nykymatematiikan monimutkainen ja abstrakti kasitemaailma pohjautuu pe-
rimmaéltaan lukuméarad, kokoa ja muotoa koskeviin havaintoihin. Tieto siité,
miten ndma ovat saaneet systemaattista muotoa primitiivisten kansojen kes-
kuudessa, on ldahinné epésuorien todisteiden ja spekulaatioiden varassa. Alan
tutkijat ovat mm. esittédneet teorioita laskemisen tai geometrian synnysta kay-
tannon tarpeiden vaatimusten mukaan ja toisaalta ajatuksia matematiikan mah-
dollisesta rituaalis-uskonnollisesta alkuperasta.

Kielitieteellisen todistusaineiston avulla voidaan péaatelld, ettd useimmissa
kulttuureissa lukujen ilmaiseminen on perustunut tavalla tai toisella ihmisen
ruumiinrakenteen kannalta luonnolliseen kymmen- tai viisijarjestelméan, mutta
myos esim. kaksikymmenjarjestelméé (vaikkapa ranskan kielessd 80 on quatre-
vingts 'nelja kertaa kaksikymmentd’ ja 90 quatre-vingt-dix ’nelja kertaa kaksi-
kymmenta ja kymmenen’) ja kaksi- tai kolmejérjestelmad esiintyy. — Suomessa ja
sen sukukielissa voi aavistella kymmenjarjestelman alkua vaikkapa yksi, yhden
— yhdeksan ja kaksti, kahden — kahdeksan -sanapareista.

Geometrista ornamentiikkaa tavataan jo kivikauden aikaisessa keramiikassa
ja tekstiileissd — néin voitaisiin ajatella geometrian syntyneen ihmisen esteet-
tisistd tarpeista. Maanviljelyksen ja maanomistuksen kehittyminen on tuonut
mukanaan tarpeen mitata maata. Geometrian merkitys rituaaleissa tulee ilmi
esim. varhaisimmissa intialaisissa matemaattisissa teksteissé, Sulvasutrissa, jois-
sa kasitellaan temppelien alttarien mittasuhteiden maarittamista, tai ns. Delok-
sen ongelmassa eli kuution kahdentamisongelmassa, jonka perinteinen muotoilu
koski kuutionmuotoista alttarikivea.

Matematiikasta edes jossain maarin siind mielessd kuin sana nykyisin ym-
marretaan voidaan ruveta puhumaan FEgyptin, Mesopotamian, Intian ja Kiinan
jokilaaksojen ensimmaéisten suurten muinaiskulttuurien yhteydessd (amerikka-
laiset maya- ja inkakulttuurit ovat ajallisesti myohempiéd ja maantieteellisesti
kokonaan erossa matematiikan kehityksestd). Karkeasti ottaen kahta — kolmea
vuosituhatta ennen ajanlaskumme alkua néissa kulttuureissa kehittyneet maan-
viljelys, keinokastelu seka eriytynyt yhteiskuntajarjestys ja keskitetty hallinto
edellyttivat melkoisessa méarin laskemista. Nykyaan on luotavissa joltisenkin
selked kuva kahden ensiksi mainitun kulttuurin matematiikasta; ldnsimaisen
matematiikan kehitykselle on muinaiskulttuureista merkittavin vaikutus ollut
Mesopotamian matematiikalla eli babylonialaisella matematiikalla.

3.1 Egyptin matematiikkaa

Egyptilaisessa hieroglyfikirjoituksessa kdytettdva numeroiden merkintdtapa on
perdisin viimeistdin noin vuodelta 3000 eKr. Sen periaate on sama kuin roo-
malaisten numeroiden: kullekin kymmenen potenssille on oma symbolinsa, joka
toistetaan numeroa kirjoitettaessa tarpeellisen monta kertaa. Egyptiléisista piir-
tokirjoituksista on 16ydetty jopa miljoonan suuruusluokkaa olevia lukuja. Noin
2000 eKr. numeromerkinta kehittyi nykyisempéan suuntaan, kun ns. hieraatti-
sessa kirjoitustavassa eri numeroita alettiin merkita omilla symboleillaan.
Egyptilaisten ajanlasku oli verrattain kehittynyt. Vuodessa oli 12 30 paivan
kuukautta ja 5 tasauspéivad. Rakennustaiteen tuotteet osoittavat nekin huo-
mattavia matemaattisia taitoja. (Pyramidit; etenkin Kheopsin pyramidin mit-
tasuhteisiin liittyvat mychemmat matemaattiset spekulaatiot lienevéat kuitenkin
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perusteettomia.) Téllaisten epésuorien todisteiden lisdksi on kéytettivissd muu-
tamia suoraan egyptildistd matematiikanharjoitusta valaisevia ldhteitéd, joista
tarkeimmaét ovat kaksi sisélloltdan matemaattista papyruskaardd, ns. Rhindin
papyrus, noin vuodelta 1650 eKr., ja ns. Moskovan papyrus noin vuodelta 1850
eKr.

Rhindin eli Ahmesin papyrus sisiltda 85 etupédssi aritmeettista tehtavai
vastauksineen ja erditd laskemista helpottavia taulukoita. (Ahmes oli papyruk-
sen kirjoittaja, joka kuitenkin vain kopioi luultavasti paljon vanhempaa tekstia,
Henry Rhind, 1833-63, puolestaan skottilainen pankkiiri ja kerailija, joka osti
papyruskaaron vuonna 1858 Luxorin basaarista. Papyruskadro on n. 5 metria
pitka ja vajaan metrin leved; nykyaan se on esilla British Museumissa Lontoos-
sa.)

Rhindin papyruksen tietojen perusteella egyptildisen aritmetiikan keskeisia
piirteita ovat additiivisuus, kahdennukseen ja osittelulakiin perustuva kerto- ja
jakolasku seké yksikkomurtolukujen kaytto. Siten esim. kertolaskussa 69 - 19 =
69-(16+2+1) laskettiin 69+69 = 138, 138+ 138 = 276, 276+ 276 = 552, 552+
552 = 1104 ja 1104 + 138 + 69 = 1311. Egyptildinen kertolasku perustui siis itse
asiassa luvun binaariesitykseen. (On helppo todistaa, etté jokainen positiivinen
kokonaisluku n on summa Z?:o a;27, a; € {0, 1}.)

Murtoluvuista egyptilaiset kayttivat vain lukua % ja muotoa % olevia luku-
ja eli yksikkomurtolukuja. Yksikkomurtoluvun merkkiné oli nimittdjan numero-
symboli, jonka paélle piirrettiin pieni soikio tai piste. Koska %:n kahdentaminen
tuottaa luvun %, joka ei yleensa ollut sallittua muotoa, oli kéytossé taulukkoja
2.1 lausumiseksi muodossa 1 + 1 4+ --- + 1. Rhindin papyrus siséltié téllaisen
taulukon kaikille parittomille n:ille vélilld [5, 101]. (Triviaalia jakoa 2 = 1 4 1
egyptildiset eivit jostain syystd kelpuuttaneet!) — Englantilainen J.J. Sylvester
osoitti 1800 -luvulla, ettéd jokainen murtoluku voidaan esittaa darellisend yksik-
koémurtolukujen summana ja esitti erdén algoritmin, jolla tdma voidaan tehda.

Oletetaan, etta g voidaan kirjoittaa eri yksikkomurtojen summaksi,
kun k£ < p. Olkoon % suurin yksikkomurto, joka on pienempi kuin
B Silloin
q

1 1
n qg n-—1

eli 0 < np — g < p. Mutta

1 np —
p Il
qg n nq

Koska np — q < p, 222 on eri yksikkdmurtojen summa; koska

nq
=9 < L yksikiidin niistd ei ole +.
nq n n

Egyptildinen jakolasku: lasketaan esimerkiksi %. Se on luku, joka kerrottuna
8:lla antaa 19. Lasketaan 1-8 =8,2-8=16, 3-8 =4, 1-8 =2, 1 -8 = 1; koska
19=16+2+1, 2 =24+14+1

Egyptilaisten kirjureiden laskennon oppikirjaksi ilmeisesti tarkoitettu Rhin-
din papyrus siséltad joukon tehtévia, jotka on tulkittavissa ensimméisen asteen
yhtaloiksi z+ax = b, vielapa siind méarin abstraktissa muodossa, ettd tuntema-
ton ei ole aivan konkreettinen maéra jotain hyodyketta, vaan abstraktimpi aha,
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'kasa’. Yhtalon ratkaisu 16ydettiin menettelylla, jota sittemmin on alettu kut-
sua nimella positio falsi eli vaara sijoitus: tuntemattoman suuruus ”arvattiin”,
laskettiin tata arvausta vastaava ”yhtalon oikea puoli” ja korjattiin arvausta
tunnetun oikean puolen avulla.

Esim. "Kasa ja % kasaa on 19. Kuinka suuri on kasa?” Jos kasa

olisi 7, kasa ja % kasaa olisi 8; koska 19 = (2 + i + %) - 8, tehtavin
oikea vastaus 16 + % + % saadaan, kun lasketaan 7 - (2 + % + %) =
(14+2+4)-2+3+5) =C+i+g)+@+5+7)+@+1+3) =
(16 + 5+ 3).

Rhindin Papyrus siséltaa viela tarkistuksen, ts. ”todistuksen”: todellakin

m+1+1+1 m+1+1 =19
2 8 7 2 &) 7

Egyptilaisten tuntemat algebralliset tehtévéat rajoittuvat vain lineaarisiin yh-
taloihin. Toisen tai korkeamman asteen yhtéloihin johtavia tehtdvid ei muinai-
sessa Egyptissa ilmeisesti tarvittu eiké hallittu.

Kreikkalainen historioitsija Herodotos (n. 484 — n. 425 eKr.) katsoi kreik-
kalaisten oppineen geometrian egyptilaisilta, jotka olivat tarvinneet geometriaa
maanmittaukseen: faarao oli alkuaan antanut ihmisille viljelysmaata, kullekin
yhta paljon, ja méardnnyt maasta veron. Niilin tulvan jélkeen viljelypalsto-
jen koko muuttui. Maanmittarit, geometrit eli koydenpingottajat, olisivat sit-
ten maarittdneet uudet veroperusteet. Egyptilaisten varsinainen geometrinen
tietamys on sailyneisté lahteisté paatellen ollut kuitenkin melko niukkaa. Eraan
Rhindin papyruksen tehtdvin (numero 50) mukaan ympyrén ala olisi laskettu
tavalla, joka vastaisi m:n arvoa % = 3,16...: "Pyoreén pellon halkaisija on 9
ketia. Mika on sen pinta-ala? Ota halkaisijasta %, eli 1; jadnnos on 8. Kerro 8
kertaa 8: tulos on_64. Siis ala on 64 setatia.”

Jos olisi m (%)2 = (%)2, olisi m = % = 285—16. Luonteva selitys télle arviolle
on verrata ympyraa nelioon, jonka sivu on d. Jos nelio jactaan yhdeksadan yh-
tenevadn pikkunelion, niin nidkee helposti, ettd ympyran ala ei paljon poikkea
alasta, joka on %d2 = %CF ~ %CF = (%)2. — Rhindin papyruksessa on mui-

takin likimaaraiskaavoja: nelikulmio, jonka sivut ovat a, b, ¢ ja d saa alakseen
atc  b+d
2 2

Epasuorasti voidaan paételld, etta egyptiléisille olisi ollut tunnettua se, etta
yvhdenmuotoisten kuvioiden alojen suhde on vastinsivujen suhteen nelio; asiaa
ei tietenkéédn tasmallisesti formuloitu tai ”todistettu”. Mitédan varsinaisia todis-
teita siité, etta egyptildiset olisivat tunteneet esimerkiksi Pythagoraan lauseen
sisallon, ei ole.

Ehka yllattdvin egyptildistd geometriaa koskeva tieto 16ytyy Rhindin pa-
pyrusta parisataa vuotta vanhemmasta Moskovan papyruksesta: siiné lasketaan
eraan katkaistun neliopohjaisen pyramidin tilavuus kayttaen selvasti oikeaa kaa-
vaa V = %(a2 +ab+ b?). (Kuviossa profiili katkaistusta pyramidista, luvut 4 ja
2 pohjan ja kannen sdrméanpituuksina ja 6 korkeutena seka laskutoimitus, joka
johtaa oikeaan tilavuuteen 56.) Télle tulokselle osaa antaa arvoa, kun huomaa,
ettd puolisuunnikkaan alan kaavan yleistykseen perustuvan virheellisen kaavan
"V =h- #” saattaa 16ytaa vield talla vuosisadalla painetuista oppikirjoista.
— Kaavoja sanan nykymielessa eivit egyptildiset tosin kirjoittaneet: kaikki asiat
esitettiin sanallisina toimintaohjeina ja konkreettisin numerolaskuin.
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3.2 Babylonialainen matematiikka

Muinaiskulttuureista kehittynein matematiikka oli ilmeisesti Mesopotamiassa,
nykyisen Irakin alueella. Tatd matemaattista kulttuuria on tapana kutsua ba-
bylonialaisekst, vaikka aluetta vallitsivat ja matematiikkaa harjoittivat vuositu-
hansien aikana useat muutkin kansat sumerilaisista alkaen.

Babylonialaisen matematiikan yhdistava ulkoinen piirre on nuolenpéakirjoi-
tus. Koviksi poltettuja nuolenpéékirjoitusta sisaltavia savitauluja on 16ydetty
tuhansittain, joukossa kolmisensataa sisélloltadn matemaattista. Namé taulut
ajoittuvat kolmelle kaudelle, vuoden 2100 eKr. ymparistoon, vuosille 1800-1600
eKr. (Hammurabin aika) ja vuosille 600 eKr.—300 jKr.; mielenkiintoisimmat
ovat keskimmaéiseltd jaksolta.

Babylonialainen numeromerkinta véalilla 1-59 noudatti samaa periaatetta
kuin egyptildisen hieroglyfikirjoituksenkin. Ykkoselld ja kymmenelld oli omat
nuolenpdamerkkinsé, joita toistettiin tarvittava méard. Suurempia lukuja mer-
kittaessd kéytettiin kuitenkin 60-kantaista paikkajdrjestelmdd. Siten esim. 60
merkittiin samalla merkilld kuin 1, 61 kahdella vierekkéiselld ykkosen merkilla
jne. Kaytossa oli siis 60-kantainen lukujarjestelma eli seksagesimaalijarjestelma.
Merkintédtapaa sovellettiin my6s ykkosté pienempiin lukuihin. (Babylonialainen
merkintdtapa on yha kaytossa asteen tai tunnin jaossa minuuteiksi ja edelleen
sekunneiksi.) ”Seksagesimaalipilkun” ja nollan puuttuminen teki merkinnéstéa
monitulkintaisen: ”22” saattoi olla esim. 2-60+ 2 = 122, 2-3600 + 2 = 7202 tai
2+ %. Nollaa tarkoittava symboli tuli osittain kaytt66n muutamana ajanlas-
kumme alkua edeltdvana vuosisatana. Nollaa kaytettiin kuitenkin vain muiden
numeromerkkien vélissi, ei luvun lopussa. Seksagesimaaliluvut esitetdan nyky-
ajan teksteissa niin, etta eri 60:n potenssien kertoimet erotetaan pilkuilla ja ” yk-
kosten” ja ”kuudeskymmenesosien” valia merkitdan puolipisteelld; esimerkiksi
2, 35, 11; 17 = 2- 3600 + 35 - 60 + 11 4 &% = 9311 &

Babylonialaisten kdytannollinen numeromerkinté teki tarkat numerolaskut
periaatteessa yhtéa helpoiksi kuin nykyaankin. Useat jakolaskut oli helppo pa-
lauttaa kertolaskuiksi, koska murtoluvut %7 missé k on 60:n tekija ovat yksinker-
taisia seksagesimaalilukuja (% = 0; 30, % = 0; 20, % =0;15, % =0;12, % = 0; 10,
% =0;7,30 jue.)

Babylonialaiset kehittivat lisédksi taitavia algoritmisia menetelmia. Esim. ne-
liojuuri y/a saatettiin laskea approksimaation

b 1
Va=v/n?+ zn—&——:—(n—l—g)
2n 2 n

avulla; tdssa n* on suurin a:ta pienempi kokonaisluvun nelié. Toisessa menetel-
massa lahdetdan approksimaatiosta a;; muodostetaan perakkéin

2

a a1 + by a .
blif, ag = —(—, bgif jne.
aq 2 a9
Néin saadaan muutaman askelen jélkeen sangen tarkka +/a:n likiarvo. (Ei ole
kuitenkaan olemassa todisteita siitd, ettd babylonialaiset olisivat ajatelleet pro-
sessiin sisdltyvdd padttyméttoméan suppenevan lukujonon ideaa.)

Jo noin 4000 vuotta vanhat babylonialaiset tekstit osoittavat, ettd — toisin
kuin egyptilaiset — babylonialaiset tunsivat toisen asteen yhtalon ratkaisumene-
telmén. Se ei kyllakadn esiinny yleispatevéana ratkaisukaavana, vaan numeeris-
ten esimerkkien muodossa, mutta esimerkit ovat selvésti tunnistettavissa ylei-
sen metodin opetusvélineiksi. Seuraavassa kaytetdan 60-jarjestelmén numeroita
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siten, ettd paikkaerotin on pilkku ja desimaalierotin puolipiste. Eradssa tulki-
tussa savitaulussa kysytaan nelion sivua, jos ala vidhennettyna sivulla on 14,30
(eli 14 - 60 + 30 = 870). Tehtdvin ratkaisu on seuraava:

Ota puolet yhdesta, eli 0;30 ja kerro 0;30 0;30:114, joka on 0;15; liséda
tama 14,30:een, joka on 14,30;15. Taméa on 29;30:n nelié. Lisaa 0;30
29;30:een, ja tulos on 30 eli nelion sivu.

Selvisti kyseessd on yht#lon 22 — px = ¢ ratkaisukaavan

_ 2)2 p
xr = (2 +q+2

kaytto, kun p = 1 ja ¢ = 870. Huomattakoon myos, ettd alan ja sivunpituuden
dimensioita ei oteta huomioon, vaan kummankin lukuarvot esiintyvét samassa
yhtalossé. — Koska negatiiviset luvut eivét olleet kéytossa, antiikin aikana toisen
asteen yhtilot saattoivat olla vain muotoa 22 = pr+q, 22 +px = q ja 22 +q = px,
missa p ja g ovat positiivisia.

Babylonialaista yhtédlonratkaisua vield, nykysymbolein ja merkinnéin: maa-
ritd z, jolle 22 + 62 = 16. Aseta y = = + 6. Ratkaistavana on yhtaloryhmai

y—x = 6
{ zy = 16.
Jos y = a+3 jax = a— 3, niin jilkimméinen yhtilé on a2 — 9 = 16, josta
a =5,z =2 — Tyyppid 722 + 6z = 1 olevaa yhtilod ei sievennetty nykytapaan
jakamalla 2% kertoimella, vaan kertomalla koko yht#lé 7:114: yht#loksi saadaan
(T2)2 +6(Tz) =Teliy? +6y =7, jostay =1, 2 = %

Babylonialaisessa matematiikassa esiintyy jopa korkeamman asteen polyno-
miyhtal6ihin johtavia tehtavia; sellaisia ratkaistiin erikoistapauksissa kayttamaél-
14 apuna mm. n® + n2-taulukkoja. Taulukoiden avulla ratkaistiin myos korko-
laskujen yhteydessa vastaan tulevia eksponenttiyhtaloita.

Babylonialaisten matematiikka oli (kuten muidenkin muinaiskulttuurien ma-
tematiikka) voittopuolisesti algebrallis-algoritmista. Geometriasta lienee tunnet-
tu ainakin Pythagoraan lause. Era#ssa savitauluista puretussa tehtavassa ky-
sytdan, miten kauas 30 yksikkod pitkdn sauvan alapdd joutuu pystysuorasta
seindstéd, kun ylapaita lasketaan 6 yksikkod. Pythagoraan lauseen mukainen
ratkaisu on /302 — (30 — 6)2 = /324 = 18.

Omalaatuisin todiste Pythagoraan lauseen tunnettuudesta Babyloniassa on

luonteeltaan aritmeettinen, nimittain paljon tutkittu ja monien selitysten koh-
teena ollut savitaulu nimeltadn Plimpton 322. Siind on seksagesimaalilukuja

1;59,0, 15 1,59 2,49
1;56,56,58,14,50,6,15 56,7 1,20,25
1;55,
1;53

7,41,15,33,45 1,16,41 1,50,49
,10,29,32,52,16  3,31,49 5,9,1

b

b

Taulua tutkittaessa on paljastunut, etta luvut ovat lukuja (g—z, a, ¢), missi
a? + b = ¢? ja kolmikot (a, b, c), ovat ns. Pythagoraan lukuja. Nimi saadaan
kaavoista a = p% — ¢2, b = 2pq, ¢ = p? + ¢>. Plimpton-taulun luvut ovat alku
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taulukolle, jossa ovat kaikki tallaiset, arvoilla p < 60 ja 1 < g < 142 saatavat
P’+q

luvut jarjestettyna suureen mukaan.

Ympyran kehén ja halkaisijan suhteelle annettiin tavallisimmin arvo 3, mutta
erdistéd teksteista 10ytyy parempi likiarvo 3% (sdannollisen kuusikulmion piirin
suhde ympéri piirretyn ympyran kehdén on 0; 57, 36.)

My6s Raamatussa esiintyy ”m:n arvo 3”7, kuten Ensimmaéainen Kuningasten
kirja (7:23) kertoo:

Hén [Salomo] teki myGs meren, valetun, kymmenté kyyniraa levein
reunasta reunaan, ympariinsa pyorean — — ja kolmenkymmenen kyy-
nardn pituinen mittanuora ulottui sen ympari.

Katkaistun pyramidin tilavuudelle 16ytyy babylonialaisista savitauluista se-
ké vadria ettd oikeita laskutapoja. Yleisia matemaattisia teoreemoja eivit ba-
bylonialaiset sen paremmin kuin egyptildisetkdan tietojemme mukaan tunteneet
eivitkd todistaneet: heidin matematiikkansa oli (kuten ”insindorimatematiik-
ka” nykypaivindkin) kokoelma toimintaohjeita, ei niiden perusteluja.



