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14 Matemaattinen logiikka ja joukko-oppi

Analyysi, geometria ja algebra ovat kaikki vanhoja, klassisia matematiikan osa-
alueita. 1800-luvulla alkoi syntymaan myds kokonaan uusia matematiikan loh-
koja. Merkittavimpia niistd ovat matemaattinen logiikka ja joukko-oppi.

14.1 Matemaattisen logiikan synty

Sinénsa logiikka, oppi paattelemisen sdannoisté filosofian osana, kuului jo antii-
kin kreikkalaisten késitteistoon. Aristotelisen logiikan keskeinen tyokalu oli syllo-
gismi, joka koostuu ”yldlauseesta”, ”alalauseesta” ja ”padtoslauseesta”. ("Kaik-
ki ihmiset ovat kuolevaisia. Sokrates on ihminen. Siis Sokrates on kuolevai-
nen.”) Keskiajalla skolastikot kehittiviit Aristoteleen logiikan jarjestelmé&é edel-
leen. Leibniz spekuloi ”laskennallisella logiikalla”.

Luonnollisen kielen merkityssisilldista irrallaan olevan matemaattisen logii-
kan perustajana pidetdéan kuitenkin itseoppinutta, alakoulunopettajana itsedan
ja vanhempiaan 16-vuotiaasta eldttdnyttd englantilaista George Boolea (1815
64), joka julkaisi vuosina 1847 ja 1854 teokset Mathematical Analysis of Logic
ja Investigation of the Laws of Thought, on Which are Founded the Mathe-
matical Theories of Logic and Probability. Teokset sisaltavat joukkoalgebran eli
Boolen algebran esittelyn ja selvityksen siitd, miten syllogistiset péaattelyt ovat
kaannettavissé algebran kielelle. Boole kaytti yhdisteen ja leikkauksen symbo-
leina merkkeja + ja X, ja yhdiste oli héanelle eksklusiivinen. Koska syllogismit
ovat oikeastaan joukkoja ja osajoukkoja koskevia vaittamia, Boolen algebra kat-
toi klassisen logiikan. Samanlaisia formalisoivia keksint6ja Boole teki muillakin
matematiikan aloilla: hin keksi kayttaa differentiaalioperaattoria D = % ja
sen symbolista manipulointia differentiaaliyhtéldiden teoriassa. Bertrand Rus-
sellin mielipiteen mukaan ”Boole keksi puhtaan matematiikan”. Boolen tyota
jatkoivat mm. Augustus De Morgan ja amerikkalainen Benjamin Peirce (1809—
80), jotka keksivat De Morganin sddinnon nimelld tunnetun duaalisuussdannon
loogisen summan ja tulon vaihdettavuudesta. Joukkoalgebran graafisen havain-
nollistuksen, Vennin diagrammit, keksi englantilainen John Venn (1834-1923).

14.2 Matematiikan perusteet

Matemaattisen logiikan ja yleisen matematiikan perusteiden tasmallistamispyr-
kimysten myota syntyi 1800-luvun lopussa vaatimuksia palauttaa matematiikan
perusteet, ennen muuta aritmetiikka, ” primitiivisemmaksi” koettuun logiikkaan
ja rakentaa matematiikan jarjestelma deduktiivisesti loogisten aksioomien pail-
le samoin kuin Eukleides oli rakentanut geometrian omille aksioomilleen ja pos-
tulaateilleen. Perusongelma oli, mita ovat luonnolliset luvut.

Dedekind maéaritteli luonnolliset luvut dérettoméan joukon S ja siind maa-
ritellyn seuraajarelaation avulla. Luonnollisten lukujen joukko on kaikkien sel-
laisten S:n osajoukkojen K leikkaus, jotka sisaltdvét 1:n ja jokaisen alkionsa
myGtd myos tamén seuraajan. Toisenlaista ohjelmaa yrittivat toteuttaa saksa-
lainen Gottlob Frege (1848-1925), joka pyrki méérittelemédn luonnolliset luvut
keskenadn yksikésitteiseen vastaavuuteen asetettavissa olevien aarellisten jouk-
kojen ekvivalenssiluokkina, ja hénen tyotadn suurella Principia Mathematica
-teoksellaan (1910-13) jatkaneet englantilaiset Alfred North Whitehead (1861—
1947) ja Bertrand Russell (1872-1970). Fregeéd voidaan pitd4 symbolisen logii-
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kan perustajana. Hénen vuonna 1879 julkaisemansa Begriffschrift siséltas lause-
ja kvanttorilogiikan symbolit. Fregen paateos on Grundgesetze der Arithmetik
(1893-1903): Juuri, kun teoksen toinen osa oli menossa painoon Frege sai Rus-
sellilta kirjeen, joka sisélsi tiedon Fregen jarjestelmén tyhjaksi tekevasta para-
doksista. Frege ei toipunut tasta iskusta.

Ttalialainen Giuseppe Peano (1858-1932) loi oman ohjelmansa, jonka tavoite
oli koko matematiikan esittdminen yhtenéisen loogisen kalkyylin avulla. Peanon
aksioomat, jotka méaarittelevat luonnolliset luvut, ovat osa tata ohjelmaa. Pea-
no julkaisi aksioomansa 1889. — Peano antoi merkittavan panoksen myods ma-
temaattiseen analyysiin mm. differentiaaliyhtélon ratkaisun olemassaoloa kos-
kevilla tutkimuksillaan ja avaruuden tayttéavaa kayrad koskevalla esimerkilldan.
Vuonna 1903 Peano esitti keksiménsé keinotekoisen kielen latino sine flexio-
ne (taivutusmuodoton latina), ja uhrasi sen jélkeen endd vain vdhin tarmoa
matematiikalle.

14.3 Cantor ja joukko-oppi

Adrettomin ongelma oli monella tavoin askarruttanut antiikin sofisteja ja kes-
kiajan skolastikkoja. Galileo Galilei oli ohimennen havainnut dérettéméan joukon
tunnusomaisen piirteen: han huomautti, etta nelicluvut voidaan asettaa yksika-
sitteiseen vastaavuuteen luonnollisten lukujen kanssa, vaikka edelliset selvasti
muodostavat vain pienen osan jélkimmaéisistd. Gauss ja Cauchy pitivat téllais-
ten paradoksien olemassaoloa osoituksena siitd, ettd todellisen darettomyys ei
ole mahdollinen. Sen sijaan Bolzano, joka mm. osoitti yksinkertaisen geometri-
sen konstruktion avulla, etta valilla (0, 1) on ”yhtd monta” pistettd kuin vé-
lilla (0, 2), esitti kuolemansa jalkeen julkaistussa Paradozen des Unendliches
-teoksessaan, etta tdma adrettoman joukon ominaisuus on hyvaksyttava. Dede-
kind sitten teki joukon ja sen osajoukon yhtdmahtavuudesta darettoméan joukon
maarittelevin ominaisuuden.

Huomattavasti Dedekindia pitemmaélle darettoman luokittelussa passi Georg
Cantor. Alkusysiyksen asiaa koskeville pohdinnoilleen Cantor sai Fourier-sar-
jojen yhteydessa esiin tulevista ongelmista, jotka koskevat laajahkossa joukossa
epajatkuvien funktioiden kehitelmié. Joukkoja késittelevien Cantorin kirjoitus-
ten sarja alkaa vuonna 1874. Se sisaltda darettomien joukkojen hierarkkisen
luokittelun ja darettomien kardinaali- ja ordinaalilukujen aritmetiikan. Canto-
rin tekemistd huomioista olennaisin oli, ettd darettomien joukkojen mahtavuu-
den ei tarvitse olla sama, toisin kuin esim. Bolzano oli ajatellut. Tahén liittyy
luonnollisesti kysymys konkreettisten joukkojen mahtavuudesta. Cantor osoitti,
etta algebrallisten lukujen joukon mahtavuus on sama kuin luonnollisten luku-
jen. Tamé perustuu siihen, ettd kokonaislukukertoimiselle polynomille voidaan
maéaritelld korkeus, joka on polynomin asteluvun ja sen kertoimien itseisarvo-
jen summa. Kutakin korkeutta kohden on véain aarellinen maéaara algebrallisia
lukuja, jotka saadaan kyseista korkeutta olevien polynomien nollakohtina.

Toisaalta Cantor osoitti, etté reaalilukuja on ”enemmén” kuin kokonaisluku-
ja. Jos nimittéin (2,) on numeroituva jono reaalilukuja, on melko helppo kon-
struoida rationaalilukupéétepisteiset valit I,, = (ayn, by), joille I D I D I3...
ja @, ¢ I,. Leikkaukseen NI, kuuluvat luvut eivét voi olla jonossa (z,). Myo6-
hemmin Cantor sai naytettyd saman asian tunnetulla diagonaalikonstruktiol-
laan, jossa reaalilukujen numeroitumattomuus osoitetaan olettamalla luvut pan-
nuiksi jonoon ja rakentamalla luku, jonka jokainen n:s desimaali on aina eri kuin
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jonon m:nnen luvun n:s desimaali. Samaa ideaa soveltaen Cantor osoitti, etta
joukon osajoukkojen kokoelman mahtavuus on aina joukon omaa mahtavuutta
suurempi. Nain erisuuruisia aarettomid mahtavuuksia on niitdkin aarettomén
paljon. Cantor esitti myos kontinuumihypoteesin, jonka mukaan ei ole olemas-
sa joukkoa, jonka mahtavuus olisi suurempi kuin luonnollisten lukujen mutta
pienempi kuin reaalilukujen. Hypoteesia ei ole onnistuttu todistamaan eiké ku-
moamaan; sen sijaan tiedetddn (Godel, 1938, ja Cohen, 1963), ettd kumpikaan
vaihtoehto ei ole ristiriidassa joukko-opin aksioomien kanssa.

Cantorin ajatukset kohtasivat runsaasti vastustusta. Osin vastustajat, jois-
ta arvovaltaisin oli Kronecker, olivat yksinkertaisesti ennakkoluulojen vallassa,
mutta joukon kasitteen epamadraisyys antoi aiheen myo6s vakaville vastavéaitteil-
le. ”Liian suuriin” joukkoihin liittyvét ristiriitaisuudet kuten esittdjansa mukaan
nimetty Russellin paradoksi — joukko, jonka alkioina ovat ne joukot, jotka eivét
ole itsensa alkioita, on itsensé alkio, jos ja vain jos se ei ole itsensd alkio — an-
toivat aiheen etsia joukko-opille sellaista aksiomaattista perustaa, joka sulkisi
paradoksit tai paradokseja aiheuttavat joukot pois. Aksiomaattisen lahestymis-
tavan kautta joukko-oppia pyrki pelastamaan mm. saksalainen Ernst Zermelo
(1871-1956), kun taas Whitehead ja Russell kehittivat Principia Mathematica
-teoksessaan samaan tarkoitukseen joukkoja luokittelevan tyyppiteorian. Zerme-
lo muotoili my6s monissa yhteyksissa tarkean ja sittemmin joukko-opin muista
aksioomista riippumattomaksi osoittautuneen wvalinta-aksiooman. — Cantor ei
lopulta kestédnyt matematiikkaansa kohdistettua ankaraa kritiikkia. Elaméansé
viimeiset vuodet han vietti mielisairaalassa.

Matemaatikkojen jokapéaiviisend tyokalunaan kdyttama yksinkertainen jouk-
ko-oppi yhdisteen, leikkauksen ja komplementin kasitteineen on olennaisesti sa-
ma kuin Boolen algebra; itse asiassa Boole tulkitsikin algebransa alkiot juuri
joukoiksi.



