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20 Matematiikan filosofiasta

Viime vuosisadan lopulla ja kuluvan vuosisadan alkupuolella matematiikan ole-
muksesta esitetyt filosofiset kasitykset voidaan karkeasti jakaa kolmeksi suun-
taukseksi, jotka ovat logistinen, intuitionistinen ja formalistinen.

Logistisen koulukunnan paateesin voi kiteyttda ajatukseen, jonka mukaan
matematiikka on yksi logiikan haara. Koulukunnan edellakavijoita ovat Dede-
kind, Frege ja Peano, mutta sen varsinainen huippukohta on Whiteheadin ja
Russellin 1910-13 ilmestynyt suurteos Principia Mathematica; lisdyksia ja pa-
rannuksia ovat esittdneet monet myohemmat kirjoittajat. Principian tavoittee-
na on johtaa luonnollisten lukujen jérjestelmé (ja siten valillisesti kaikki luon-
nollisiin lukuihin pohjautuva matematiikka) aukottomasti loogisista primitiivi-
ideoista ja primitiivilauseista, jotka puolestaan kasitetdan reaalimaailman mie-
lekkaiksi kuvauksiksi. Primitiiveista johdetaan lausekalkyyli seké luokkien ja re-
laatioiden teoria. Joukko-opin paradoksit torjutaan tyyppiteorian avulla. Taytta
yksimielisyytta siitd, onko logistinen ohjelma saavuttanut tavoitteensa, ei ole.

Intuitionismin juuret ovat mm. Kroneckerin késityksissé; myo6s Poincaré naki
asiat mieluiten intuitionistisessa valossa. Intuitionistien matematiikan lahtokoh-
ta on luonnollisten lukujen jarjestelma, josta ihmiselld katsotaan olevan valmis,
intuitioon perustuva kasitys. Matemaattiset tulokset on voitava johtaa aarelli-
sin, konstruktiivisin menetelmin. Useimmin esiintyvié fraaseja matemaattisessa
kirjallisuudessa on ”on olemassa x, joka ... ”. Olion olemassaolon todistamisek-
si el intuitionistien kéasityksen mukaan riitd se, etta olion ei-olemassaolo johtaa
ristiriitaan, vaan olio on voitava rakentaa darellisin operaatioin olemassa olevik-
si tiedetyista olioista, viime kadessa luonnollisista luvuista. Induktio esimerkiksi
ei ole riittava olemassaoloperustelu. Vaikeuksia syntyy dérettomien kokoelmien
suhteen, silla arkilogiikan kolmannen poissuljetun saanto ei talloin valttaméatta
pade. Lauseesta ”"ympyran kehén ja halkaisijan suhteen desimaalilukuesitykses-
sd esiintyy ainakin kerran jakso 123456789” emme voi sanoa, ettéd se on joko
tosi tai epatosi, ainakaan ennen kuin kyseinen jakso sattuu loytyméaén 7:n kehi-
telmésté. — Intuitionismin ohjelman formuloi Brouwer 1912. Sen myShemmisté
kehittédjistd on tarkein A. Heyting, joka 1930 kehitti intuitionistisen matematii-
kan mukaisen symbolisen logiikan jarjestelman.

Formalistisen koulukunnan perusti Hilbert. Aksiomatisoidessaan euklidisen
geometrian 1899 hin oli luonut esikuvan muille matematiikan aksiomaattisille
jarjestelmille, joiden toimivuus ei riipu kaytettyjen kasitteiden konkreettises-
ta tulkinnasta. Joukko-opin paradoksit ja intuitionistisen ohjelman implikoima
matematiikan toimipiirin radikaalin kaventumisen uhka saivat Hilbertin 1920-
luvulla esittaméan kasityksen matematiikasta puhtaasti formaalisena jarjestel-
ména, jolla sindnsd ei ole ”sisaltod”. Olennaista on jarjestelmén ristiriidatto-
muus, ts. jarjestelmadn ei saa sisdltya muotoa ” P ja ei-P” olevaa lausetta tai
kaavaa. Hilbert yritti 16ytaa todistuksen matematiikan tai ainakin mahdollisim-
man suuren matematiikan osan ristiriidattomuudelle. Joissakin tarkoin rajatuis-
sa puitteissa kuten ns. ensi kertaluvun predikaattikalkyylissa taméa onnistuikin,
mutta 1931 tsekkildissyntyinen Kurt Godel (1906-78) todisti, ettéd kaikissa tar-
peeksi rikkaissa matemaattisissa systeemeissd, kuten esim. Peanon aksioomiin
perustuvassa luonnollisten lukujen jarjestelméssa, on aina lauseita, joita ei voi
todistaa jarjestelméaan itseensa kuuluvin metodein. Yksi tallainen vaite on juuri
systeemin ristiriidattomuus. Godelin todistus perustui aritmeettisten késittei-
den, operaatioiden ja vaittdmien numerointiin, joka teki mahdolliseksi tulkita
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lukuja koskevia lauseita koskevat vaittdmat, kuten ”tama lause on todistetta-
vigsa”, lukuteorian aineksiksi.



