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11 Analyysista tulee tasmallista 1800-luvulla

1700-luku oli ollut matemaattisessa analyysissa villin keksimisen aikaa; mene-
telméat toimivat ja se riitti, loogisten perusteiden pitavyytta ei juuri kyselty.
1800-luvulle tultaessa kriittisemmat ja enemman tasmaéllisyytta korostavat tut-
kimusasenteet alkoivat saada jalansijaa. Kompleksilukujen parempi ymmartami-
nen johti niiden kayttoon ja kompleksimuuttujan funktioteorian syntyyn. — Tés-
sd kasitelladin muutamaa analyysin kehitykseen keskeisesti vaikuttanutta mate-
maatikkoa. Heisté useiden ansiot ulottuvat muillekin matematiikan aloille.

11.1 Cauchy

Téasméllisyyden pioneeri analyysissd on (Gaussin ohella) ranskalainen Augustin
Cauchy (1789-1857). Héan oli Ecole Polytechniquen kasvatti, alkoi uransa insi-
noorind, mutta siirtyi pian matematiikkaan ja mm. Ecole Polytechniquen opet-
tajaksi. Cauchyn Ecole Polytechniquelle kirjoittamaan oppikirjasarjaan kuuluva
Cours d’analyse (1821) perustuu jokseenkin nykyaikaiseen raja-arvon mééaritel-
méan, jossa ¢ ja € eiviat kuitenkaan viela eksplisiittisesti esiinny, ja sarjojen
suppenemisen tarkkaan tutkimiseen. Raja-arvon Cauchy maaritteli sanallisesti:

”Jos muuttujan perakkéiset arvot ldhestyvét rajatta kiintedtd ar-
voa niin, ettd ne lopulta eroavat tdsta miten vahdn tahansa, niin
mainittua kiinteda arvoa kutsutaan muiden arvojen raja-arvoksi.”

Jatkuvuuden Cauchy maééritteli siten, ettd muuttuja f(z + ) — f(z) tu-
lee mielivaltaisen pieneksi, kun muuttuja « pienenee rajatta. Usean muuttujan
funktion raja-arvon suhteen Cauchy erehtyi. Han oletti funktion, joka on kun-
kin muuttujansa suhteen jatkuva olevan itsekin jatkuva. Jatkuvien funktioiden
véliarvolauseen, Bolzanon lauseen, Cauchy todisti konstruoimalla vahenevén ja
kasvavan jonon (X,,), (%), , < Xy, siten ettd f(z,) ja f(X,,) ovat erimerkki-
set ja X, —x, = #(Xn,l — Zpn—1). Jonot suppenevat kohti yhteistd raja-arvoa
x, ja jatkuvuus takaa, ettd f(x) = 0.

Sarjojen suppenemisen systemaattinen tutkiminen ja ylipaansa suppenemi-
sen tarkeyden oivaltaminen on paljolti Cauchyn ansiota. Suppenemisen juuri-
ja suhdetestit esiintyvét hanelld, samoin sarjojen tulon antava Cauchyn ker-
tosaanto. Cauchy yritti todistaa Newtonin binomisarjakehitelmén pétevyyden
seuraavasti: Jos

¢(a) =14 azx + wﬁ—i—...,
niin kertoséénto antaa ¢(a+b) = ¢(a)@(b). Mutta Cauchyn jatkuville funktioille
todistaman tuloksen perusteella téllaisen funktionaaliyhtdlon ratkaisuja ovat
funktiot ¢(a) = ¢(1)*. Koska ¢(1) = 1+ x, on ¢(x) = (1 + x)*. Binomisarjan
selvitti lopullisesti Abel v. 1826.

Funktion y = f(x) differentiaali dy on Cauchylle luku f’(x) dz, missi dz on
adrellinen luku. Funktion integraalin méaéritelmééd Cauchy ei perustanut antide-

rivaattaan. Hian maéaritteli integraalin f: f(z)dz summien
Sp = (z1 —a)f(a) + (x2 —21) f(z1) + -+ (b — z0) f(z0)

raja-arvoksi, kun vélin (a, b) jakovélien (x;, 2;11) pituudet lahestyvit nollaa. In-
tegraalin Cauchy, joka ei tuntenut tasaisen jatkuvuuden kasitetta, vaitti olevan



11 ANALYYSISTA TULEE TASMALLISTA 1800-LUVULLA 73

laskettavissa aina, kun f on jatkuva. N&in méiritellyn integraalin ja antideri-
vaatan yhteyden osoittamiseen Cauchy kaytti todistamaansa differentiaalilas-
kennan valiarvolausetta,

f@) = fy) = F (€)@ —y),

jonka erikoistapauksen oli tosin esittéanyt Michel Rolle (1652-1719) yli sata vuot-
ta aikaisemmin, ja véliarvolauseen yleistysta

fl@) - fly) _ [
glz) —gly) 9§’

Useissa Cauchyn paattelyissé olennaisen Cauchyn yleisen suppenemisehdon,
sen, ettd lukujonon a, suppenemiselle on valttamétonta ja riittavaa erotuksen
|@pn+p — an| pienuus suurilla n:n ja kaikilla p:n arvoilla, oli kyll& havainnut myés
tsekkildinen hengenmies Bernhard Bolzano (1781-1848), jonka aikaansa edella
oleva tuotanto jai pitkdan laajemmalti tuntemattomaksi. Vuonna 1817 julkaise-
massaan kirjasessa, siis ennen Caychya, Bolzano esitti ensimmaéisend tasmalli-
sessd muodossa nykyaikaisen jatkuvuuskésitteen: f on jatkuva, jos se muuttuu
niin, ettéd f(x4w)— f(z) voidaan tehda pienemmaéksi kuin mika hyvénsé annettu
suure, kun han vain w tehd&én niin pieneksi kuin halutaan. — Cauchyn suppe-
nemisehdon todistaminen onnistuu vain, jos reaaliluvun kéasite on tasmaéllisesti
maaritelty.

Tasaisen suppenemisen késite jai ilmeisesti vield Cauchylle jonkin verran
epamadraiseksi, vaikka hinen myohemmissa kirjoituksissaan siihen viittaavia
seikkoja onkin. Tasaisen suppenemisen maaritelmén ensimmaéisend esittajana
pidetddn englantilaista fyysikkoa George Stokesia (1819-1903).

Cauchy on (jalleen Gaussin ohella, joka ei kuitenkaan aikalaisille julkaissut
tuloksiaan) funktioteorian, eli kompleksilukumuuttujan kompleksilukuarvoisten
funktioiden tutkimuksen perustaja. Jo Euler ja d’Alembert olivat joutuneet
hydrodynamiikassa tekemisiin osittaisdifferentiaaliyhtéaloparin

Ow Oy Oy Oy

0 0y 0y O

kanssa, mutta Cauchy totesi ndiden yhtéloiden, sittemmin Cauchyn—Riemannin
yhtdloind tunnettujen, merkityksen kompleksilukumuuttujan z = x+iy funktion
w(z) = u(z) + iv(z) derivoituvuudelle. Cauchy tutki derivoituvien kompleksi-
funktioiden eli analyyttisten funktioiden tason kayria pitkin muodostettuja inte-
graaleja; vuonna 1825 hén esitti funktioteoriassa keskeisen merkityksen omaavan
Cauchyn integraalilauseen, jonka mukaan téllaisen funktion yhdesti yhtenaista
aluetta G ympéarcivaa umpinaista kéyréa C pitkin laskettu integraali aina havi-
ad. Lause on — ainakin jatkuvan derivaatan omaavien funktioiden tapauksessa
yksinkertainen seuraus taso- ja kdyridintegraaleja yhdistavastd Greenin kaavas-
ta:

/Cf(t)dt:/(u+iv)(dx+idy)

:/(udm—vdy)+z/(vdx+udy

(i) ], (5 i) e

=0.
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Kuusi vuotta mychemmin Cauchy osoitti, etd analyyttinen funktio voidaan
kehittaa potenssisarjaksi, jonka suppenemisside on kehityskeskuksen ja funktion
lahimman erikoispisteen etaisyys.

Cauchy on Eulerin jilkeen kaikkien aikojen tuotteliaimpia matemaatikko-
ja. Hénen tutkimuksensa koskevat useimpia matematiikan aloja (esim. deter-
minanttien teoria nykymuodossaan on suurelta osin hdnen tyotddn, ja taval-
listen seka osittaisdifferentiaaliyhtéloiden teoriassa hdnen panoksensa on mer-
kittdvé), ja niiden runsaus ja laajuus sai Ranskan tiedeakatemian ma#radmasn
julkaisusarjansa artikkelien enimmaispituuden neljéksi sivuksi. Vuoden 1830 val-
lankumouksen yhteydessé katolinen ja poliittisilta mielipiteiltdan vanhoillinen
Cauchy joutui jattaméan Ranskan; han oleskeli maanpaossa mm. Prahassa. Ei
ole kuitenkaan mitédan todisteita Cauchyn ja Bolzanon mahdollisista yhteyksis-
ta.

11.2 Abel, Jacobi, Dirichlet

Norjassa Finndyn saarella lahelld Stavangeria syntynyt Niels Henrik Abel (1802
29) on yksi niistd (onneksi verraten harvoista) ensi luokan matemaatikoista, joi-
den eldméi on jadnyt (keuhkotaudin vuoksi) traagisen lyhyeksi. Abel oli kéyha
ja saapui Euroopan periferiasta. Tamé lienee osasyy siihen, ettd héanta kohdel-
tiin tieteellisissa keskuksissa useammin kuin kerran tylysti. Gauss ei vastannut
hénen kirjeisiinsi, eikd Ranskan akatemia suostunut ottamaan hanen késikir-
joitustaan vastaan, ”koska kéasialasta ei saanut selvad”. Abel elatti itseddn mm.
yksityistunteja antamalla. Uutinen Abelin nimityksesté professoriksi Berliiniin
saapui Norjaan vasta Abelin kuoleman jélkeen.

Abel oli ensimmaiisié, jotka oivalsivat suppenemisen téarkeyden paattymét-
tomilla sarjoilla operoitaessa (”matematiikassa ei ole yhtdkaén sarjaa, jonka
suppeneminen olisi pitdvésti osoitettu!”). Hanet muistetaan kuitenkin parhai-
ten jo Cardanon ajoista jatkuneiden korkeampaa kuin neljattd astetta olevien
algebrallisten yhtéloiden algebrallisten ratkaisujen etsimisen lopettajana; vii-
dennen asteen yhtélon yleisen algebrallisen ratkeamattomuuden Abel todisti jo
19-vuotiaana. (Hiukan puutteellisemman viidennen asteen yhtélon ratkeamatto-
muustodistuksen oli jo ennen Abelia esittényt italialainen ladkéri Paolo Ruffini,
1765-1822.)

Abel tutki elliptisid integraaleja ja oivalsi Legendreltd huomaamatta jaa-
neen elliptisen integraalin kaanteisfunktion kaksijaksoisuuden. Saman havain-
non tekivit Abelista riippumatta Gauss ja saksalainen Carl Jacobi (1804-51),
joka myo0s kehitteli ndiden kaanteisfunktioiden, elliptisten funktioiden, teoriaa
pitemmalle. Jacobilta ovat periisin elliptisten funktioiden ja trigonometristen
funktioiden sukulaisuuteen viittaavat elliptisten funktioiden merkinnét sn, cn ja

dn. — Abel kiinnitti my6s huomiota integraaleihin [ \/% dx, joissa P on kor-

keampaa kuin neljattd astetta oleva polynomi, ja ndiden kadnteisfunktioihin eli
Abelin funktioihin. Jacobi puolestaan osoitti, ettd vastaavanlaisia kaanteisfunk-
tioita voi tutkia myos, kun muuttujia on useampia.

Jacobin ansioita on myos (alkuaan Cauchyn kiyttéonottaman) n:n muuttu-
jan n:n funktion systeemin funktionaalideterminantin eli Jacobin determinantin
merkityksen oivaltaminen ja funktionaalideterminanttien systemaattinen teoria
— Jacobi halusi pitaa tavallisiakin determinantteja n:n muuttujan n:n lineaari-
funktion systeemin funktionaalideterminanttina.
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Saksalainen, vaikkakin ranskalaista sukua oleva Peter Lejeune Dirichlet (1805~
59) oli Gaussin seuraaja Gottingenin yliopistossa; hinen postuumeina julkaistut
lukuteorian luentonsa popularisoivat ja tdydensivit Gaussin vaikeasti luettavaa
Disquisitiones Arithmeticae -teosta. Dirichlet’'n tunnetuin lukuteoreettinen tu-
los kertoo, ettd jos a:lla ja b:lla ei ole yhteisia tekijoitd, niin aritmeettisessa
jonossa a, = an + b on adrettoman monta alkulukua. Dirichlet’n keksint6a on
my0s sindnsé yksinkertaisen laatikkoperiaatteen tai kyyhkyslakkaperiaatteen (jos
n + 1 esinetta sijoitetaan m:adn laatikkoon, niin ainakin yhdesséa laatikossa on
enemmaén kuin yksi esine) monipuolinen kéyttokelpoisuus lukuteoriassa.

Analyytikkona Dirichlet kehitti mm. Fourier'n trigonometrisia sarjoja. Di-
richlet oli ensimmainen vakavasti Fourier-sarjan suppenemista tutkinut mate-
maatikko. Fourier-sarjojen yhteydessa Dirichlet johtui moderniin funktion méaa-
ritelméaan:

Jos muuttuja y liittyy muuttujaan = siten, ettd aina kun x:lle an-
netaan jokin lukuarvo, on olemassa séddanto, jonka perusteella y saa
yksikésitteisen lukuarvon, niin ¢:n sanotaan olevan x:n funktio.

Esittdmansa méaaritelmén mukaisesti Dirichlet antoi esimerkin funktiosta,
jolla ei ole analyyttistd lauseketta: kun x on rationaalinen, niin y = ¢, ja kun
2 on irrationaalinen, niin y = d # c¢. Toisaalta Dirichlet osoitti, ettd kohtuul-
lisen sdannollisen funktion f Fourier-sarjan rajafunktio on yleensad f, ja ettéd
sarjan summa pisteissé, joissa funktio on epéjatkuva, mutta omaa toispuoliset
raja-arvot, sarjan summa on raja-arvojen keskiarvo. — Kasite sarjan ehdollinen
suppeneminen on peraisin Dirichlet’Ita.

Dirichlet’n probleema on potentiaaliteorian keskeinen ongelma: alueen G reu-
nalla maaritellyn funktion jatkaminen G:hen siten, etta jatko toteuttaa Laplacen
differentiaaliyhtélon. Probleeman yhteydessé Dirichlet esitti Dirichlet’n periaat-
teen nimelld tunnetun osittain puutteellisen variaatioperiaatteen, joka tuli nayt-
telemadn tarkedd osaa funktioteorian kehityksessda 1800-luvun jélkipuoliskolla.
Periaate sanoo, etta Dirichlet’n probleeman ratkaseva funktio minimoi integraa-
lin | oIVf |2 dV kaikkien G:n reunalla annettuun funktioon yhtyvien funktioiden
joukossa. Dirichlet ja periaatetta kayttdneet muutkin matemaatikot eivat selvit-
tdneet, onko minimointitehtavalla varmasti ratkaisu. Asian selvitti lopullisesti
vasta Hilbert vuonna 1899.

11.3 Riemann

Dirichlet’n seuraaja Gottingenissa — joka 1800-luvulla ja 1900-luvun alussa oli
maailman merkittdvimpia matemaattisia tutkimuskeskuksia — oli Bernhard Rie-
mann (1826-66), erittdin omaperdinen ja modernin matematiikan kehitykseen
syvasti vaikuttanut tutkija. Abelin tavoin Riemann kuoli ennenaikaisesti keuh-
kotautiin.

Riemannin véitoskirja (1851) késitteli kompleksimuuttujan funktioita. Se
sisilsi mm. Riemannin kuvauslauseen, jonka mukaan jokainen yhdesti yhtenii-
nen tasoalue voidaan yksikéasitteisesti ja konformisesti, siis mikroskooppisella
tasolla yhdenmuotoisuuskuvauksena, kuvata mille hyvansd muulle samanlaisel-
le alueelle jonkin analyyttisen funktion avulla, ja vallankumouksellisen idean
analyyttisten funktioiden, kuten /z:n, monikésitteisyyden poistamisesta siten,
ettd funktion maarittelyjoukkona pidetdan tasoalueen sijasta sen paalld mah-
dollisesti useana kerroksena lepaavaa pintaa. Tastd oivalluksesta alkunsa saa-
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nut Riemannin pintojen teoria on sittemmin johtanut analyysin ja topologian
monipuoliseen vuorovaikutukseen ja vaikuttanut ratkaisevasti siithen, etta topo-
logiasta on kehittynyt oma elinvoimainen matematiikan haaransa.

Riemannin merkittévia saavutuksia analyysin alalla on Cauchyn integraalia
paljon kayttokelpoisempi Riemannin integraali, jonka Riemann kehitti Fourier-
sarjojen tutkimuksen yhteydessid mahdollistamaan epéjatkuvien funktioiden in-
tegroinnin. Riemannin perusidea oli korvata Cauchyn kiyttdméa arvo f(x;) in-
tegraalia méérittelevissd summissa »_ f(x;)(z;41 — ;) mielivaltaisella arvolla
f(@;), missd z; < T; < w;41. Integroituvuuden ehdoksi muodostuu summan
> 0i(wiy1 — x;), misséd O; on fin kokonaisoskillaatio valilla [z;, x;41], 1dhesty-
minen nollaa jaon tihentyessé. Tasaisesti jatkuva funktio on Riemannin mielessé
integroituva. Tasainen jatkuvuus ei vield ollut kéasitteena selkiintynyt Rieman-
nin aikaan. Toisaalta Riemann saattoi antaa esimerkin funktiosta, jolla on &a-
rettoméan tihedssd epajatkuvuuskohtia, mutta joka kuitenkin on integroituva.
Riemannin integraalin nykyinen esitystapa, jossa tarkastellaan integroimisjou-
kon jakoon liittyvid funktion ala- ja yldsummia

Zmi(ffiﬂ - xi); Z Mz‘(ﬁciﬂ - xz‘),
mi= _inf f(z), Mi= sup f(x),

2 SE<wig 2, <<wig

on perdisin ranskalaiselta Gaston Darboux’lta (1842-1917). — Riemann esitti
luennoillaan my6s esimerkin jatkuvasta funktiosta, jolla ei ole derivaattaa mis-
sddn. (Téllaisen 1800-luvun funktiokésitteen perusteita jarkyttdneen funktion
oli ensimmaisend konstruoinut Bolzano, mutta muiden Bolzanon téiden tapaan
sen kohtalona oli ollut jaada huomaamatta tieteen keskuksissa.)

Matematiikan kuuluisin avoin kysymys on (kun Fermat’n suuren lauseen on-
gelma nyt on selvitetty) Riemannin hypoteesi. Riemann arveli, ettd kompleksi-
luvun s = o +i7 funktion {(s) = 14+27°4+37°4..., ns. Riemannin {-funktion,
kaikki ei-reaaliset nollakohdat ovat suoralla o = % Riemannin hypoteesi on yha
todistamatta; silld olisi monia mielenkiintoisia seurauksia lukuteorian alalla.

Vaikka Riemann oli nerokas matemaatikko, hanté ei voi varsinaisesti pitdéa
tasmallisyyden apostolina: hdnen tutkimusotteensa perustui yleensa geometris-
fysikaaliseen intuitioon. Esim. (sinénsé oikean) Riemannin kuvauslauseen todis-
tus perustui puutteelliseen Dirichlet’n periaatteeseen. — Riemannin puhtaasti
geometrisista ansioista myohemmin.

11.4 ‘Welierstrass

1800-luvun jalkipuoliskon matemaattisen analyysin keskeisen hahmon Karl Weier-
strassin (1815-97) tie matematiikan huipulle oli mutkallinen. Epdonnistuneiden
juridiikan opintojen jidlkeen Weierstrass hankki oppikoulunopettajan patevyy-
den ja toimi pikkukaupungeissa matematiikan opettajana, kunnes matemaatti-
nen maailma héanet ”10ysi” 1854. Elamantyonsa padaosan Weierstrass teki sitten
Berliinin yliopistossa.

Weierstrassin asenne matematiikkaan oli jossain méarin Riemannin asenteen
vastakohta. Weierstrass pyrki vapauttamaan analyysin kaikesta intuitiivisesta,
saattamaan sen vastaansanomattoman vankalle aritmeettiselle pohjalle. Juuri
Weierstrass mm. huomautti Riemannille Dirichlet’n periaatteen virheellisyydes-
ta. Weierstrassin ohjelmaa, analyysin aritmetisointia, toteutti hanen lisdkseen
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runsas joukko oppilaita, jotka usein julkaisivat omissa nimissdéan oikeastaan mes-
tarin késialaa olevia tuloksia.

Weierstrass vei loppuun Cauchyn aloittaman differentiaali- ja integraalilas-
kennan perusteiden lujittamisen ottamalla taysin huomioon tasaisen suppene-
misen merkityksen mm. eri rajaprosessien jarjestyksen vaihdossa. Nykyanalyy-
sin ”epsilonistiikka” on varsinaisesti Weierstrassin koulukunnan vakiinnuttamaa.
Luennoidessaan 1861 Berliinin teknillisessa korkeakoulussa Weierstrass esitti
jatkuvuuden maaritelméan seuraavasti:

Jos on mahdollista maarittda h:lle sellainen raja 4, ettd kaikille A:n
arvoille, joiden itseisarvo on pienempi kuin 6, f(z+h)— f(z) on pie-
nempi kuin mielivaltainen suure €, joka voi olla miten pieni tahansa,
niin argumentin adrettéman pienid muutoksia vastaavat funktionar-
vojen darettoméan pienet muutokset.

Analyyttisten funktioiden teorian ldhtokohdaksi Weierstrass maéritteli po-
tenssisarjat; funktioteorian keskeiseksi tyokaluksi muodostui analyyttinen jatka-
minen: potenssisarjakehitelméan péatevyysaluetta laajennetaan ottamalla kéyt-
t6on uusi kehityskeskus ja alkuperdisen suppenemisympyran ulkopuolelle ulot-
tuva uusi suppenemisympyré. Analyyttisen jatkamisen kautta jokainen potens-
sisarja tulee méaritteleméan mahdollisimman laajassa alueessa yleensa monikéa-
sitteisen analyyttisen konfiguraation. — Funktioteorian perusteisiin Weierstrass
johtui elliptisten ja Abelin funktioiden tutkimuksista, joita hén harjoitti opetta-
jantyonsa ohessa ja joista ensimmaéiset julkaistiin koulujen vuosikertomuksissa.

11.5 Irrationaalilukujen luokat ja reaalilukujen tasmalli-
nen maarittely

Reaalilukujen jakautuminen rationaalisiin ja irrationaalisiin oli periaatteessa
tunnettua jo pythagoralaisten ajoista. Vuonna 1844 ranskalainen Joseph Liouvil-
le (1809-82) osoitti, etti kaikki irrationaaliluvut eivit ole (v/2: tavoin) algebral-
lista lukuja eli jonkin kokonaislukukertoimisen polynomin P nollakohtia. Liou-
villen esittamé konstruktio ei-algebrallisten eli transkendenttisten lukujen ole-
massaololle oli varsin komplisoitu, mutta muutamat esimerkit ovat melko yksin-
kertaisia. Esimerkiksi luku 0,1001000100001 ... on transkendenttiluku. Vuonna
1873 ranskalainen Charles Hermite (1822-1901) onnistui osoittamaan, etté Ne-
perin luku e on transkendenttinen; m:n suhteen saman asian todisti kymmenen
vuotta myShemmin saksalainen Ferdinand Lindemann (1852-1939). Lindeman-
nin todistus osoitti lopullisesti, ettd antiikin probleema ympyran neliGimisesta
euklidisin tyovélinein on mahdoton ratkaista.

Monien matemaattisen analyysin loogisten vaikeuksien keskeinen syy oli itse
luvun kasitteen epamadaraisyys. Irrationaaliluku voitiin kasittda rationaaliluku-
jen jonon raja-arvoksi, mutta toisaalta raja-arvon méaaritelma jo edellytti, etta
raja-arvokandidaatti oli olemassa ja siis maaritelty. Cauchy ja Bolzano olivat
pyrkineet méaritteleméan jonon suppenemisen pelkéstaén sen termien avulla
(Cauchyn kriteeri), ja Bolzano oli lisdksi pyrkinyt méaritteleméédn reaaliluvut
rationaalilukujonojen avulla, mutta vasta vuonna 1872 tallainen maarittely on-
nistui tyydyttavalla tavalla. Maaritelméan esittivat toisistaan riippumatta rans-
kalainen Charles Méray (1835-1911), joka oli jo aikaisemmin kiinnittdnyt huo-
miota mainittuun ristiriitaisuuteen, seka Weierstrass oppilaansa Eduard Heinen
(1821-81) ja tdmén yhteistyokumppanin Georg Cantorin (1845-1918) kanssa.
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Lukujonoihin perustuvan reaaliluvun méarittelyn rinnalle syntyi samana
vuonna, 1872, suoremmin reaaliluvun geometriseen mielikuvaan ja Eudoksoksen
klassiseen suhdeoppiin kytkeytyva Richard Dedekindin (1831-1916) méaaritelma.
Sen mukaan reaaliluvun méaérittelee jokainen Dedekindin leikkaus, rationaalilu-
kujen joukon jako kahdeksi yhteisalkiottomaksi osajoukoksi A ja B, missé jo-
kainen joukon A luku on jokaista joukon B lukua pienempi. Leikkaukset, joissa
A:ssa on suurin tai B:ssi pienin luku, vastaavat rationaalilukuja.



